Empirische Untersuchungen zur
Berechnung von Frachten in FlieBgewassern

Hartmut Hebbel und Detlef Steuer

Zusammenfassung

Die Fracht F ist eine integrale GréRe vom Produkt aus Konzentration C'(¢) und Abfluss Q() an
einem Querschnitt eines FlieRgewassers iiber die Zeit ¢ aus einem vorgegebenen Zeitintervall J.
Das Hauptziel der Untersuchungen besteht darin, geeignete Verfahren zu finden, um Frachten
bei zeitdiskret ermittelten Konzentrationen und quasi-kontinuierlich beobachteten Abflussdaten
moglichst genau zu bestimmen. Im wesentlichen werden dabei beziiglich der Gewinnung der
Konzentrationsdaten die Mischpobenstrategie und die systematische Zeitstichprobe zugrunde
gelegt.

SchwerpunktmiRig werden fiir die empirischen Berechnungen Jahresfrachten betrachtet (ent-
weder fiir das Kalenderjahr oder das hydrologische Jahr vom 01.11. bis 31.10. des folgenden
Jahres). Der einfacheren Unterteilung wegen werden exemplarisch nur Intervalle der Lange von
364 Tagen herangezogen.
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1 Definitionen und Strategien zur Frachtermittlung

Auf einem vorgegebenen Zeitintervall J = [t,, ] der Lange |J| = ¢, —t, werden verschiedene
MessgroBen X, Y usw. betrachtet, insbesondere der Abfluss () und die Konzentration C' eines
Wasserinhaltsstoffes an einem FlieRquerschnitt. Die theoretischen Werte zu einem Zeitpunkt
t € Jsind dann X (1), Y(t) usw. Konkret ermittelte Werte zu ausgewahlten Messzeitpunkten ¢;
aus J werden bezeichnet mit X (¢;), Y (¢;) usw. Jeder Messzeitpunkt ¢; ist dabei , repréasentativ”

fir ein geeignetes Messintervall J; aus J mit |J| = > | |.J;|. Damit kann jedem Messwert ein
|Ji]
_ L
vor, wird g; = - gesetzt.

Messgewicht g; = mit )., g; = 1 zugeordnet werden. Liegt keine genauere Information

1.1 Theoretische und empirische Intervall-MaRzahlen

Der theoretische bzw. empirische Intervall-Mittelwert der MessgréRe X ist der theoretische
bzw. empirische (arithmetische) Mittelwert im Zeitintervall .J, gegeben durch

1 o n
uX_U/JX(t)dt bzw. X_;g,-X(t)

z.B. Jahresmittel, Tagesmittel, Stundenmittel, je nach Wahl von J.

Die theoretische bzw. empirische Intervall-Varianz der MessgroBe X ist die theoretische bzw.
empirische mittlere quadratische Abweichung vom entsprechenden Intervall-Mittelwert im Zei-
tintervall J, gegeben durch

1
Y= = — [ X2(t)dt — 1>
7x m/ |J\/ (t) dt = pix
5?}(:29@ z 291X2 X
=1

Die theoretische bzw. empirische Intervall-Kovarianz der MessgroBen X und Y im Zeitintervall
J ist ein Mal fiir ihren theoretischen bzw. empirischen linearen Zusammenhang in J, d.h.

Oxy = ‘J|/ Y( ) luY dt ‘J| /X - Bxty

Sxy :Zgi (ti) — )( Zgz ti) - XY.
i=1

Die theoretische bzw. empirische Intervall-Korrelation der MessgréBen X und Y im Zeitintervall

bzw.

J ist ein auf den Bereich [—1, 1] normiertes MakR fiir ihren theoretischen bzw. empirischen
linearen Zusammenhang in J, gegeben durch

pxy = X (0% £0, 03 £0) baw. ryy = X (% £0, s3 £0).

Ox0y Sx Sy

Diese Intervall-MaBzahl gibt an, wie gut die Werte X (¢), Y (¢) bzw. X (¢;), Y (¢;) in J auf einer
Modell-Geraden liegen der Art



Y(t) = py + (X(t) = ) X+ U(t) baw. V(1) =Y + (X(t) - X)X +U(t).

X
Fir pxy = 1(—1) bzw. ry, = 1(—1) ist die Gerade positiv (negativ) geneigt und die Reste
U(t) bzw. U(t;) sind identisch Null. Fiir pyy = 0 bzw. 7y, = 0, also 0y = 0 bzw. sy =0
spielt der lineare Teil im Modell keine Rolle. In diesem Fall heilen X und Y linear unabhangig
im Zeitintervall J.

Bei einer lntervallzer/egung von J in die Teilintervalle J; mit Gewichten g; = |j‘, Mittelwerten

p) = \J\ fJ t)dt, p |J| fJ t) dt und Kovarianzen bzw. Varianzen
j )2 i .
XYlnt = ‘J| / Y(t) _,ugg)) dt, Ug(?int O'g()th, 1= 1,...,%,
gilt

Hx = E giﬂx und oy = OxvY,int T OXVext
i=1
mit interner und externer Intervall-Kovarianz

IXy,nt — Z!Ji Ug?Y,int 1 OXYext = Zgi (Ng? - NX)(N@ — Hy) -
k=1

i=1
Fiir X =Y ergibt sich die Zerlegungsformel fiir die Varianz 6% = o . Sind alle Teilintervalle
gleichlang mit |J;| = d, dann kénnen Kreuzkovarianzen von X in |J;| und Y in |.J;| (bzw. fir
X =Y Autokovarianzen von X in J; und J;) definiert werden durch

i 1 . 7 . j i %
i = 5 / (X(t+ (i=1)0) = u@) (Y (t+ (G=1)0) = n) dt, 05T 100 = 0Ky
oy =5 / (X(t+ (i=1)8) = px) (Yt + (G=1)0) — py ) dt, 0%y = oy

1

=0\ e (1 = 1) (15 — g1y )
Fiir die zugehdrigen Matrizen Xxy it = (a%;’int) und Xxy = (0%)) gilt dann bei Summation
bzw. Mittelung iiber alle Elemente

Yxvint = Z Z XYmt = Oxvine T 3 Z Z E?Ymt

11]1 i#£j
= ZZ g?y—*XY‘F ZZ o\ =Txy .
i=1 j=1 i#]

1.2 Abfluss, Konzentration, Transport und Fracht

Der Abfluss (Durchfluss) an einem FlieBquerschnitt G der FlachengroRe |G| (z.B. in m?) zum
Zeitpunkt t ist das Wasservolumen, das sich pro Zeiteinheit durch G mit der Geschwindigkeit
V' (z.B. in m/s) bewegt, d.h.

// z,y,t)drdy (dann in m3/s).

(z,y)eG

Dabei bezeichnen x, y die Koordinaten eines Punktes in G.
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Die Konzentration eines Wasserinhaltsstoffes an einem FlieRquerschnitt G zum Zeitpunkt ¢ ist
die im FlieRquerschnitt G mittlere Konzentration zum Zeitpunkt ¢, d.h.

C(t) = é//@(w,y,t) drdy (z.B.in mg/l = g/m3).

(z,y)EG

Zur moglichst genauen empirischen Bestimmung der Konzentration C(t) sind entweder viele
Messungen im Querschnitt erforderlich oder es muss auf Grund der Erfahrung eine ,reprasen-
tative” Stelle im Querschnitt ausgewdhlt werden. Von dieser Situation wird im folgenden stets
ausgegangen.

Der Transport T'(t) zum Zeitpunkt t ist die pro Zeiteinheit durch den FlieBquerschnitt G
bewegte Masse eines Stoffes, also

T(t) = //C’(x,y,t) V(z,y,t)dxdy & C(t)-Q(t) (dann in g/s).
(

z,y)€G

Das zweite Gleichheitszeichen gilt genau genommen nur dann, wenn C' und V' im FlieBquer-
schnitt zum Zeitpunkt ¢ unkorreliert sind, also wenn

oo (£) = |61¥|(//C(x,y,t) V(pt)dedy = COV() =0 mit V()= L),

z,y)EG

Die Fracht F im Zeitintervall J der Lange |J| (z.B. in s) ist die die dieser Zeitspanne insgesamt
durch den FlieRquerschnitt G bewegte Masse eines Stoffes, also

F= |y = /JT(t) dt @ /JC(t)Q(t) dt (dann in g).

Das letzte Gleichheitszeichen gilt genau genommen nur dann, wenn C' und V' im FlieBquer-
schnitt, iiber die Zeit gesehen, unkorreliert sind, also wenn fJ ooy (t)dt =0 gilt.

Die hier so genannte Mischprobenfracht M im Zeitintervall J der Lange |J| (z.B. in s) ist das
auf J hochgerechnete Produkt der Intervall-Mittelwerte . und 14, also

M = |J|pcpg (dannin g).

Der Name Mischprobenfracht ist deshalb gewahlt, weil im Prinzip der Intervall-Mittelwert
e Uber eine kontinuierliche zeitproportionale Mischprobe gewonnen werden kann, wenn der
Stoff ,probenstabil” ist und keine Konservierungsprobleme auftreten. Bei ,quasi-kontinuierlich”
erfasstem Abfluss ldsst sich auch 11, sehr genau berechnen, so dass M in diesem Fall leicht
und fast fehlerfrei ermittelt werden kann.

Fiir das weitere Verstandnis ist es wichtig und interessant zu wissen, wann die Fracht F' und die
leichter zu ermittelnde Mischprobenfracht M (ibereinstimmen. Diese Frage wird im Anschluss
an die Abb. 1 beantwortet, die die Definitionen von Fracht F' und Mischprobenfracht M als
Flache unter der jio/1o-Linie veranschaulicht. Im allgemeinen ist F' von M verschieden, wie
die Grafik zeigt.
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>
—
—

Konzentration C(t)
—
—
—
=
—
—
}

cmQ(

ta

Transport T(t)

Zeitintervall J der Lénge |J]| = t, —t, b

Abb. 1: Ganglinien von Abfluss @, Konzentration C und Transport T = C @) sowie die
Fracht F als Flache unter der T-Ganglinie bzw. pp-Linie und Mischprobenfracht M.

Fundamental fiir die weiteren Untersuchungen ist der Zusammenhang der Fracht F' und der
Mischprobenfracht A/. Nach Definition der Intervall-Kovarianz o, ergibt sich unmittelbar die
folgende Aussage:



1.1 Satz Fiir die Fracht F' und die Mischprobenfracht M gilt der Zusammenhang
. 1
F=M+llocg mit ocq =% /J(ca) 1) Q) — o) dt

- ﬁ /JC’(t)Q(t) dt — popg -

Da o ein MaR fiir die Stérke des linearen Zusammenhangs von C' und @ im Intervall .J ist,

O

stimmen F' und M genau dann iiberein, wenn dort iiberhaupt kein linearer Zusammenhang
zwischen C' und @ besteht (0o = 0), also wenn C' und Q linear unabhangig sind. Andere
rein nichtlineare Zusammenhange von C' und () stéren die Gleichheit von F' und M nicht.

Abb. 2 zeigt verschiedene Zusammenhangsdiagramme von C' und ) im Zeitintervall J = [t,, 1}
unterschiedlich starker positiver (obere Bilder), negativer (mittlere Bilder) und rein nichtlinea-
rer (untere Bilder) Zusammenhange. Dargestellt sind jeweils die Wege, die die Punktepaare
(Q(t),C(t)) von t, bis t, im Q-C-Koordinatensystem zuriicklegen.

Cc c c

A A A
tb ta
F>M ty
e >0
ta tb tb
>Q >Q >Q
C C C
A ta A t A .
t, ’
F<M
g, CQ < 0 tb tb
™ ™ ™

Abb. 2: C-Q)-Diagramme mit unterschiedlich starken linearen Zusammenhangen

Da es in der Regel praktisch nicht moglich ist, die MessgréBen C' und @ kontinuierlich in der
Zeit t zu erfassen, sind zur empirischen Bestimmung der Fracht F' Approximationen erforder-
lich. Im wesentlichen gibt es zwei grundsatzlich unterschiedliche Strategien, die Mischproben-
strategie, die zwar liichenlose, jedoch gemittelte Konzentrationswerte liefert, und die Stichpro-
benstrategie, die nur zu liickenhaften, dafiir aber origindren Konzentrationswerten fiihrt. Beide
Strategien werden nachfolgend niher erliutert.

6



1.3 Mischprobenstrategie

Das Gesamtintervall J wird in Teilintervalle J; mit ¢ = 1,...,n eingeteilt, die so genannten
Messintervalle, tiblicherweise gleich grof gewahlt. In den Messintervallen wird dem FlieBgewds-
ser jeweils eine (zeitproportionale) Mischprobe entnommen, d.h. in kleinen zeitlichen dquidi-
stanten Abstanden iiber J; werden Wasserproben gleichen Volumens entnommen und zu einer
gemeinsamen Probe vereinigt. Dieses Vorgehen heillt Mischprobenstrategie. Als Resultat er-
gibt sich, von den chemisch-analytischen Problemen abgesehen, jeweils der Intervall-Mittelwert
C; = ,u(c in J;. Voraussetzung ist, dass die Abflussdaten Q(t) ,quasi-kontinuierlich” vorlie-
gen bzw. jeweils der Intervall-Mittelwert Q); = uQ in J; bekannt ist. Damit kann in J; die
Mischfracht M; = |J;|C;Q; berechnet werden, siehe Abb. 3.

CHQ

Transport T(t)

ta tb
Zeitintervall J der Lange |J]| =t, — t,

Abb. 3: Frachtberechnung aus Teilfrachten F; = |Ji|u§f) bzw. Mischprobenfrachten
MZ = ‘Jz|CzQz in JZ‘ fiur ¢ = 1, ooy
Der Wert

FM:ZMZ mit MZ:’JZ|OZQZ7 Oi:/LC, Qz MQ)7 izl,...,n
i=1
heilt Frachtschatzung nach der Mischprobenstrategie. Er stimmt aber nicht mit der eigentlich
gesuchten Fracht F' iiberein. Aufgrund der Gleichung F; = M, + ]Ji]ag)Q’int nach Satz 1.1 mit

der Fracht F;, der Mischfracht M; und der Intervall-Kovarianz ag)Q’int in J; sowie FF = >""" | F,
ergibt sich:

1.2 Satz Fiir die Fracht F' und die Frachtschiatzung F), gilt der Zusammenhang

F = FM + ’J|O-CQ|nt mit O-CQ int — |J‘ Z |J| CQ int* 0

Aus der Zerlegungsformel 0 = 00 int + Tcq.ext der Kovananz (vgl. Abschnitt 1.2) folgt:
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1.3 Korollar Fiir die Fracht F', die Frachtschdtzung F); und die Mischprobenfracht M in
einem Zeitintervall J gilt der Zusammenhang

F = FM + |J’0'CQ,int und FM =M + ’J|0'CQ,ext-
O
Die Frachtschitzung F); stimmt also mit der Fracht F' bereits genau dann iiberein, wenn
die interne Intervall-Kovarianz o ;.. gleich Null ist, also wenn sich im Mittel die einzelnen

Messintervall-Kovarianzen agg aufheben. Die iiblicherweise auftretenden Relationen sind

F > F]\/j Und FM > M fur OCQ,int > O, UCQ,ext > 0 (a|SO O-CQ > 0),
F < FM und F]\/[ < M fur UC’Q,int < O, UCQ,ext < 0 (a|SO O-CQ < 0) .

Unterschiedliche Relationen wie ' > Fy, Fiyy < M oder ' < Fyy, Fay > M sind zwar
moglich, treten jedoch in der Praxis seltener auf.

1.4 Stichprobenstrategie

Werden zu einzelnen ausgewahlten Zeitpunkten ¢; aus J; fir ¢ = 1,...,n Wasserproben
entnommen und analysiert, dann liegt eine Stichprobenstrategie vor. Stammen die Zeitpunkte
t; aus geeignet festgelegten Messintervallen J;, die eine Zerlegung von J darstellen, so dass
F, = fJZC(t)Q(t) dt =~ |J;|C(t;)Q(t;), i = 1,...,n, gilt, dann ist die Frachtschatzung durch

= s gl
Fo=|JIT mit T:ZgiC(ti)Q(ti)v gi = J||7 i=1,...,n
=1

recht genau fiir die Fracht F' = """ | F;, vgl. Abb. 4.

|

CHQ)

=
S N I PRY Y 1| oy HeHo il ]
2
o Mt
|_
Fracht F
T
I
ta f; ty

Zeitintervall J der Lange |J| =t, — t,
Abb. 4: Frachtberechnung aus Stichprobenwerten T'(t;) = C(t;)Q(t;) und ihren Teil-
hochrechnungen |J;|T'(¢;) fiir die Teilfracht F;, i =1,...,n



Um jedoch F; = | J;|C(t;)Q(t;) zu erreichen, insbesondere bei groBeren Teilintervallen, miissten
im Prinzip Konzentration und Abfluss standig beobachtet werden. Rein theoretisch existiert
(mindestens) ein Zeitpunkt t; aus J;, so dass F; = |J;|C(t;)Q(t;) gilt (Mittelwertsatz der In-
tegralrechnung). Die praktische Umsetzung einer derartigen so genannten bewussten Auswahl
ware sehr personal- und zeitaufwandig sowie stoffabhingig. Daher wird die bewusste Auswahl
im allgemeinen nicht realisierbar sein und hier nicht weiter verfolgt. AuRerdem lieRe sich der
Fehler nicht abschitzen.

Realistisch gesehen, sind die Beobachtungs-Zeitpunkte mehr oder weniger zufillig festgelegt.
Sind sie nach einer rein zufilligen Zeit-Stichprobe ausgewihlt, dann gilt E(Fs) = F und
Var(Fs) = |J]*L0%. Je ,dynamischer’ die Transportganglinie ist, desto ungenauer ist die
Schatzung. Deshalb ist es sinnvoll, vorab eine Einteilung in Messintervalle (genannt Schichten)
Ji, i = 1,...,m, so vorzunehmen, dass innerhalb eines Teilintervalls die Transportganglinie
moglichst wenig schwankt. Dann werden unabhidngig in jedem Teilintervall jeweils n; Zeit-
punkte mit ", n; = n rein zufillig fir die Probennahmen bestimmt. Der Schatzer Fy ist

2 - .
o siehe bei-

spielsweise Hebbel (2000) oder Hebbel, Steuer (2001). Fiir kleine Teilintervall-Varianzen U(Ti,)iit
wird die Schatzunsicherheit gegeniiber der reinen Zufallsauswahl verringert. Aber auch diese

dann nach wie vor erwartungstreu und nunmehr ist Var(Fg) = > " |J; |2iJTI

geschichtete Zeit-Stichprobe ist stoffabhangig und damit schwierig, in die Praxis umzusetzen.

Von besonderem Interesse ist hier die bevorzugt verwendete systematische Zeit-Stichprobe,
bei der jeweils nur ein Zeitpunkt t; aus gleich langen Messintervallen J; ausgewahlt wird und
zwar stets im gleichen Abstand 0 = |J;|, d.h. t; =t + (i — 1)6 fir i = 1,...,n. Zufillig ist
dabei also nur der erste Zeitpunkt ¢; aus J;.

Der auf das Gesamtintervall J hochgerechnete empirische Intervall-Mittelwert des Transports,

also
Fs=|JIT mit T=-= ZT C T(t) =Ct)Q(t), i=1,...,n

heilt Frachtschatzung aufgrund einer systemat/schen Zeit-Stichprobe. Da t; aus J; rein zufillig
gewahlt wird, ist Fs eine Zufallsvariable. Fiir ihren Erwartungswert und ihre Varianz gilt, vgl.
Korollar 3.3 aus Hebbel (2006):

1.4 Satz Fiir die Frachtschatzung
Fs=J| Zgic(ti)Q(ti) mit g = —

aufgrund einer systematischen Zeit-Stichprobe (t1,...,%,) aus dem Gesamtintervall J gilt
E(Fs) =F und Var(Fs) = |J|’Srrne = [J[*Zrr.

O
Um die Varianz, die ndherungsweise der einer geschichteten Zeit-Stichprobe mit n; = 1 ent-
spricht, zu reduzieren, muss offenbar in Zeitintervallen héherer Dynamik von Konzentration
bzw. Abfluss dichter als in Bereichen geringerer Dynamik beprobt werden. Eine Verdopplung
des Stichprobenumfangs halbiert in etwa die Varianz, wenn sich die Teilintervall-Kovarianzen
gegeneinander im wesentlichen aufheben.



Durch eine geeignete Wahl der Gewichte ¢; kann der Schatzer verbessert werden. Dazu ist
jedoch die Kenntnis aller zweiten Intervall-Momente JFE,EJT) der Matrix X, erforderlich. Nach
Hebbel (2006) gilt dann

1.5 Satz Der beste lineare Schatzer Fég) fir ' (im Sinne des kleinsten mittleren quadrati-
schen Fehlers, sieche Abschnitt 1.5) der Form
T(t1) 1
@9\ n@T=J(T+(@-21)T) mit a1=1, T=| : |, 1=]:
! T(t,) 1
ist gegeben durch

a' = (Usph) 'Szl also FY = |J|(US7h) s T.

Eine Schitzung von .. mit 1n(n+1) Werten aufgrund der n Werte T'(1), ..., T'(t,) ist nicht

moglich. Dazu wéren weitere Annahmen erforderlich, z. B. ,Intervall-Kovarianzstationaritat”,

(J

d.h. die Intervall-Autokovarianzen o ) sind nur abhéngig vom Abstand |i—j|, was im allgemei-

nen nicht gerechtfertigt ist. Wird hmgegen der Abfluss @ ,quasi-kontinuierlich” beobachtet,
dann gibt es zahlreiche weitere Moglichkeiten, die Fracht F' zu schitzen bzw. den diskreten
Frachtschatzer Fs zu ,korrigieren”, sieche dazu Abschnitt 3.

1.5 Vergleichskriterium fiir Frachtschatzer

Zum statistischen Vergleich verschiedener Schitzer F fiir die Fracht F wird der mittlere
quadratische Fehler (mean square error)

MSE(F, F) = E((F — F)?) = Var(F) + (E(F) — F)’

herangezogen. Er setzt sich additiv zusammen aus der Varianz von F und dem Quadrat der
Verzerrung von F', die gegeben ist durch E(F ) F.

Speziell fiir den nicht zufalligen, jedoch verzerrten Schatzer Fi; nach der Mischprobenstrategie
und dem zufilligen, aber unverzerrten Schatzer Fis nach der (systematischen) Stichproben-
stratege sowie dem besten linearen Schatzer Fég) gilt damit nach Satzen 1.2, 1.4 und 1.5:

1.6 Korollar Fiir die mittleren quadratischen Fehler von F);, Fis und Fég) gelten
MSE(Fy, F) = (Fu — F)* = |J[0¢q m
MSE(Fs,F) = [JPSrrim = [JPSrr, Srr & pe00 + 21ctiooq + poXcc
MSE(FY, F) = |JP(1'S5h1) 7
und im Vergleich von Fs mit Fég) ist
MSE(Fs, F) — MSE(FY, F) = [JP(-51'Spp1 — (US741) )

~ 1y ~ 1
= (a--1)%p(a--1)>0.
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Zu Demonstrationszwecken wird spéter in den Beispielrechnungen 2.2.3 der Schétzer Fég) mit
angegeben. Damit soll gezeigt werden, wie groR die Verbesserung gegeniiber Fg ware, wenn
die individuellen Intervall-Autokovarianzen bekannt wéren.

Eine generelle Aussage, ob der Schatzer F); oder Fy also eine der beiden bevorzugt verwen-
deten Beprobungsstrategien stets besser ist, kann aus Korollar 1.6 nicht abgeleitet werden. Je
geringer dem Betrage nach die interne Kovarianz o ;. von C' und @ ist, desto genauer ist die
Schatzung F)y fiir F'. Fiir Messintervalle mit niherungsweise konstanten Transporten T" (also
inversen C' und @) entstehen im Mittel kaum Autokovarianzen, so dass dann der Schitzer Fg
fir F sehr prazise ist.

Im Abschnitt 2 werden die Situationen herausgestellt, die in diesem Sinne sehr gute Fracht-
bestimmungen zulassen. Der Abschnitt 3 untersucht, wie der Schatzer Fs nach der Stichpro-
benstrategie verbessert werden kann, wenn der Abfluss () quasi-kontinuierlich und nicht nur
diskret vorliegt. Diese Betrachtungen basieren ganz iiberwiegend auf Transport- bzw. Konzen-
trationsmodellen.

Bemerkung (1) Zur Minderung des Matrix-Inversionsproblems kann mit den ,,normierten”

Werten (i)
=~ T(t ~(ij o s ~(ij
T(t) = 20 bw. U(T]T) = %aETT = (O-é“]T))’

mit 0@ = 4% oder 6@ = 5\ gerechnet werden. Dann ist
FY = |Jpp(USZA0)T'USZLT b
s = [J]pg( FF ) FF Zw.
- -1 -1 /T T(tn
B = Gl - )l - )) G- i) TG )

(2) Aus >->°  B" = (I— B)~! fir B® — 0 in einer geeigneten Matrixnorm ergibt sich fiir
B =1— aA mit positiv definiter symmetrischer Matrix A und maximalem Eigenwert A

At :aZ(I—aA)" fir a< %

n=0
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2 Frachtberechnung aus quasi-kontinuierlichen Daten

Erhobene Daten werden als quasi-kontinuierlich angesehen, wenn die Messintervalle J; fiir
1 =1,...,n im Gesamtintervall J bei der Misch- oder Stichprobenstrategie geniigend klein
sind in dem Sinne, dass die Frachtschitzung nahezu exakt fiir die Fracht F' ist. Die folgenden
Betrachtungen beziehen sich auf die Berechnung von Jahresfrachten in FlieBgewdssern, d. h.
J hat die Lange eines Jahres. Der besseren Unterteilbarkeit wegen ist hier |.J| = 364 d mit der
Einheit Tag d. Fiir die Umrechnung in die Einheit Sekunde s gilt

|J| =364d mit d=24-60-60s = 24-3600s = 86400s.

Anderen Situationen sind die Ergebnisse entsprechend anzupassen. Diskutiert wird, unter wel-
chen Voraussetzungen der mittlere quadratische Fehler vernachlassigbar ist, so dass F); bzw.
Fs sehr gut die Fracht schatzen und wann das nicht der Fall ist.

2.1 Stundenintervalle

Bei der Berechnung von Jahresfrachten kénnen Konzentration C' und Abfluss ) innerhalb einer
Stunde J; als konstant angesehen werden. Deshalb gilt dort U(c% = 0 und damit o4 ;. = 0,

also nach Korollar 1.3
F=Fy=> |LCiQ: mit |Jj|=3600s, n=24-364 = 8736.
i=1
Dabei bezeichnen C; und Q); die (konstanten) Stundenwerte von Konzentration und Abfluss.

Misch- und Stichprobenstratagie liefern dann dieselben Werte C; = C(t;) und Q; = Q(t;) und
insofern stimmen die Beprobungen iiberein.

2.2 Tagesintervalle

Im Verlauf eines Tages J; von Konzentration C' und Abfluss Q kann bei der Frachtberechnung
nicht mehr von konstanten Werten ausgegangen werden. Vielmehr muss mit gréBerer Dynamik
und bei bestimmten Stoffen mit typischen periodischen Tagesschwankungen gerechnet werden,
sieche auch Symader (1988) und Symader, Strunk (1991). Nach Satz 1.2 und Korollar 1.3 gilt
dann

F=Fy+|Jloggm mit Fy= Z | L|CiQs s | T]ocqin = Z |Ji|08227int’
i1 i=1

|J;| =24-3600s = 86400s und n = 364.
Damit ist ' = F); genau dann, wenn o ;.. = 0 gilt. In welcher Situation dies zutrifft, wird
fiir zwei typische Falle untersucht:

e Die Tagesverlaufe von C'— C; und Q — Q; sind zentrierte Potenzfunktionen der Zeit.

e Die Tagesverlaufe von C' — C; und Q — Q; sind eine gerade und eine ungerade Funktion.
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2.2.1 Tagesverldufe als Potenzfunktionen der Zeit

Fiir die zentrierten Potenzfunktionen

C(t)—C; = bcl-(t —ty — %’Ji‘)pi und Q(t) — Q; = bQi(t ity — %’Jil)%’

gilt
(2) ot il 1 Pit+qi
Hoflym = [ (€)= C)QW - @) dt= [ bebor(t— to— )" "
JZ‘ to
_ 1 1 pitqi+17]tot+Jil
N pi+LI¢+1bCibQi [(t —to - 5“2") Lo
— 1 (Y peia+t L pitatt
o beba A1) (— L)
sowie

n

1 1 g 1 "
[ Jlocqin = Zl mbCibQi((§|Ji|)pl+q’+l — (_iui|)pz+qz+1)
1=

1y 3 . »
:1225@‘1)@%\ speziell fir p;=¢;=1, i=1,...,n.

Die interne Kovarianz hiangt damit nur von den Koeffizienten der Potenzfunktionen in den
Tagen ab. Bei ungeraden p; + ¢; entfallen sogar der Summanden. Ist bei geraden p; + ¢
(entweder geraden oder ungeraden p;, ¢;) liber einen ldngeren Zeitraum J in den MessgroRen
insgesamt kein positiver oder negativer Trend vorhanden, dann heben sich die individuellen
Koeffizienten der Tage auf, da positiven Werten b¢;, bg; entsprechend negative gegeniiber
stehen miissen. Folglich kann auch fiir diesen Fall die Fracht F' fast fehlerfrei durch F),
geschatzt werden.

Werden an einem Tag Einzelproben C'(t;) und Q(¢;) erhoben, dann ist darauf zu achten, dass sie
moglichst , reprasentativ” fiir den jeweiligen Tag im Sinne des Mittelwertes sind. Insbesondere
sollte also nicht bei extremen Situationen untersucht werden. Zumindest die Uhrzeiten der
Beprobungen, d.h. die Routenplanungen sollten von Tag zu Tag wechseln.

2.2.2 Tagesverldufe als eine gerade und eine ungerade Funktion

Eine Funktion X auf J; = [to,to+|Ji|] heilt gerade oder achsensymmetrisch bzw.ungerade
oder punktsymmetrisch zur Intervallmitte to + 3|J;|, wenn gilt

X(t)=X2tg+ || —t) bzw. X(t)=—-X(2to+|J;| —1t), t€ [to,to+ |-

Stellen die Tagesverldufe von C' — C;, Q — Q; eine gerade und eine ungerade Funktion dar,
dann ist ihr Produkt ungerade und folglich gilt

| Tilott i = / (C(t) — C)(Qt) — Qi) dt =0 sowie |J|0cqim = D [Jiloteim =0-
% =1
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Ein praxisrelevantes Beispiel ist ein trigonometrisch-periodischer Tagesgang der Konzentration
(gerade) und ein linearer Verlauf des Abflusses (ungerade), also

Ct) - C; = alcosfﬂ( —to) und Q) — Qi = bilt —to — 5|il).

In dieser Situation stimmt die Frachtschatzung F); nach der Mischprobenstrategie mit der
gesuchten Fracht F' iiberein. Wird die Konzentration iiber eine Einzelprobe (und nicht iiber
eine Tagesmischprobe) gewonnen, ist wie zuvor darauf zu achten, dass nicht in extremen
Situationen, sondern bei mittleren Verhaltnissen untersucht wird.

2.2.3 Beispielrechnungen

An einem Flussquerschnitt liegen liber einen Zeitraum .J von (fast) einem Jahr (mit n = 364
Tagen) stiindliche Messungen (Stundenmittelwerte) vor und zwar von

e Abfluss Q in m3/s
e Konzentrationen C'1 bis C'7 in mg/I,

deren Herkunft und inhaltliche Bedeutung nicht mehr zu klaren ist. Dennoch ist das Daten-
material fiir die rein rechentechnische Aussage, in wie weit die quasi-kontinuierliche Fracht,
berechnet aus den Stundenmittelwerten, ,richtig” aus den Tagesmittelwerten bestimmt werden
kann, durchaus niitzlich.

Datenaufbereitung und -darstellung

Im Anhang Al sind zunichst die Datenreihen Q und C'1 bis C7 grafisch dargestellt, siehe
Grafiken 1.0 bis 1.7. Die Originaldaten (unruhige Kurve) der stiindlichen Messungen (Stun-
denmittelwerte) sind jeweils zusammen in einer Grafik mit den Tagesmittelwerten dargestellt.
Der Einfachheit halber wurden fehlende Werte linear interpoliert (trotz der damit verbundenen
Problematiken) und diese Bereiche gekennzeichnet. Im ,GroRen” werden die Ganglinien durch
die Tagesmittelwerte sehr gut erfasst. Im ,Kleinen hingegen, also iiber den Tag gesehen, wer-
den die kurzfristigen Bewegungen ,herausgefiltert”. Bei einigen Stoffen ist sehr deutlich eine
indivduelle Tagesdynamik zu erkennen.

Frachtberechnungsvergleiche

Aus den (quasi-kontinuierlichen) Stundenmittelwerten, bezeichnet mit C'(k) (in g/m?), Q(k)
(in m3/s), und den Stunden(mischproben)frachten 0,0036 C(k)Q(k) (in 10°g) werden einer-
seits die Tagesfrachten F; fiir einen Tag .J; mit |J;| = 24 - 3600s = 86400s = 0,0864 - 10,
t=1,...,n =364, bestimmt durch

F; =0,0036 Z C(k)Q(k) = 0,0864 ,ugf) mit T ~ 2 Z C(k
keJ; hETs
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Andererseits werden die Tagesmischprobenfrachten M; berechnet nach

. . 1 1
M; = 0,0864 C;(Q; mit den Tagesmittelwerten C; = % Z Ck), Q; = o Z Qk) .

keJi kJEJi
Nach Satz 1.1 gilt der Zusammenhang

Fy= Mi+ ol m mit ol = 52 D (C(K) = C(QMK) — Q).
keJ;
Die Grafiken 2.1 bis 2.7 im Anhang Al enthalten jeweils auf einem Blatt die Ganglinien der
Tagesfrachten F; (oben) und der Tagesmischprobenfrachten M, (unten) fiir die Stoffe C'1 bis
C'7. In nur wenigen Féllen ist an einigen Maximalstellen iiberhaupt ein kleiner Unterschied zu
erkennen. In der Gesamtsumme heben sich diese leichten Unterschiede fast vollstandig auf,

wie die nachfolgende Tabelle mit den Werten F' = 32 F; ® S22 M, = Fyy ausweist:

1=

Tab. 1: Vergleich von Jahresfrachten F' mit den Schitzungen F)y, basierend auf Tagesmischproben

Fracht C1 C2 C3 C4 Cb C6 cr
F 102607,4 33342,03 2894,705 30635,54 26198,20 175,6450 13453,13
Fy 102683,4 33349,74 2895,058 30465,46 26199,21 175,0000 13 449,32

Fy—F 76,0 7,71 0,353 —170,08 1,01 -0,6450 —3,81

in %o 0,74 0,23 0,12 5,65 0,04 3,67 0,28

2.2.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Fir die Frachtschatzung iiber einen ldngeren Zeitraum (etwa mehreren Monaten) kdnnen
Tages(mittel)werte von Konzentration und Abfluss verwendet werden. Der Fehler liegt im
allgemeinen im Promillebereich.

2.3 Mehrwochentliche Intervalleinteilung

Bei einer groberen, ggf. ungleichen Jahresintervalleinteilung gilt wiederum nach dem funda-
mentalen Zusammenhang von Fracht und Mischprobenfracht (Satz 1.1) in einem Teilintervall
J; der Lange |J;]

i . i 1
Fy= M+ | locgum mit Mi=|HICQi, 0gum = 7 / (C) = C)(QW) - Q) at

und den Teilintervallmittelwerten C;, Q; fiir i = 1...,n. Die Summation iiber 7 ergibt dann
die Gleichung (Satz 1.2)

F=Fy+|Jlocgm mit F:ZFM FM:ZMia |00 int :Z|Ji|0g)Q,int'
=1

i=1 i=1
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Nunmehr kann im allgemeinen nicht mehr davon ausgegangen werden, dass die individuellen
Kovarianzen ag)Q .. verschwinden bzw. F; und M; libereinstimmen. Auch in der Summe werden
sich die individuellen Kovarianzen nicht mehr aufheben, so dass mit einer groReren Verzerrung

von F); beziiglich F' gerechnet werden muss.

Als Alternative bietet sich der unverzerrte Stichprobenschitzer Fs aus Abschnitt 1.4 an, der
jedoch eine moglicherweise nicht unerhebliche Varianz aufweist:

1 = . = =
Fs = \J\g Zc(ti)Q(ti) mit E(Fs) = F, Var(Fs) = [J[*Srpim = [J[*Srr .
i—1

2.3.1 Beispielrechnungen

Um einen Eindruck iiber die GréRenordnungen der Fehler zu erhalten, wird das Datenmaterial
aus Abschnitt 2.2.3 in Form der Tagesmittelwerte Cy, QQ;, t = 1,...,364 verwendet. Das
Gesamtintervall .J der Lange |J| = 364 Tage wird praxisnah eingeteilt in n = 13, 26 bzw. 52
Teilintervalle J; der Lange |J;| = m mit m = 28, 14 bzw. 7 Tage (m - m = 364):

1 Jz —~ = Jj m-n = 364 Tage

Sk k  ktm k+(i—1)m k+(j—1)m k+(n—1)m

In Tab. 2 sind die zugehdrigen Zeitstichprobenpine (S28, S14, S7) der systematischen Auswahl
der Beobachtungszeitpunkte und ihre (gleichwahrscheinlichen) Realisierungen aufgelistet.

Tab. 2: Zeitstichprobenplane 528, S14 und S7

. k+28(i—1) . k+143i—1) . k+7(i—1)
i=1,...,13 i=1,...,26 i=1,...,52
Jl JQ J13 Jl JQ J26 Jl JQ J52
1 Syeq | 129 ...337 1 Sy, | 115 ... 351 15;,] 1 8 ... 358
2 Spsa | 230 ... 338 2 Sua| 216 ...352| [2S7,] 2 9 ...350
28 Sos0s | 28 56 ... 364 | | 1451414 | 14 28 ... 364 | | 7S:;| 7 14 ... 364

In allen drei Varianten werden jeweils die Frachtschatzung F); nach der Mischprobenstrategie
(M28, M14, M7), die (globale) Mischfracht M =|J|uq g und alle 28, 14 bzw. 7 Realisierungen
des Frachtschéitzers Fg sowie ggf. Fs(g) nach der systematischen Zeitstichprobe (528, S14, S7)
berechnet und mit der Fracht F' verglichen.

Die Ergebnisse fiir die Stoffe C'1 bis C7 sind in den Grafiken 3, 4 und 5 im Anhang A2 visuell
angegeben. Die Fracht F' wird dabei (approximativ) aus den vorliegenden Tagesmittelwerten
Ci, Qi t=1,...,364 (1d = 86400s, 1000 kg = 10°g) berechnet (und entspricht F); aus
Tab. 1), d.h.

364 364
~ . . ~) 1
F = 0,0864-364 iy = 0,0864; C,Q; in 1000kg mit pp & = ;Tt T, = C, Q.
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Fir die Mischfracht gilt

364 364
M = 0,0864-364 jicpig in 1000kg mit  pe ® ﬁ ZCm Mo = %4 ZQt-
t=1 t=1

Die Frachtschdtzung Fp, (Mittel iiber je m aufeinander folgende Werte) ist gegeben durch

Fym =0 0864mZ;¢C uQ in 1000kg mit ,ug) ® %ZC}, ,ug) ® iZQt

i=1 ted; ted;

Die m verschiedenen Stichprobenwerte (Zeitpunkte jeweils im Abstand m)

Fen(k) = 0,0864-364T(k) in1000kg  mit T(k) = % N CGiQi k=1.....m
tesm’k
des Frachtschatzers F,, treten jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/m auf und schwanken erwar-
tungstreu um ihren Mittelwert F' (was auch in den Bildern klar erkennbar ist):

E(Fsn) © 13" Fon(k) =00864:364 — 1 3 C,Q, =
k=1 teSm &

. HT
sowile

MSE (Fsin, ) = Var(Fs,) 2 13" (Fsu(k) = F)* = 0,0864*mn Y (T(k) — pr)’
k=1 k=1

in Ubereinstimmung mit Satz 1.4.1

Die numerischen Werte von F, Fys,, und M fir die Stoffe C1 bis C7 sind in Tab. 3 an-
gegeben. Aulerdem ist zum Vergleich jeweils der mittlere quadratische Fehler von F),, und
Fs,, beziiglich F, also MSE(Fypn, F) = (Farm — F)?* (Korollar 1.6) und MSE(Fs,,, F) =

~
~

Var(Fsp) 2 LS (Fgn(k) — F)? berechnet.

Zusétzlich ist fiir m = 28 der theoretisch beste lineare Schatzer Fé% nach Satz 1.5 mit den
Werten

. R R Tir1-1)m
F9 (k) = 0,0864-3640'T(k), @ = (1'S7h1)7'1US7h, T(k) = :

. . Tyt (n-1)m
eingetragen sowie

MSE(FY) F) = E(FY) — F)?) & %Z (F& (k) — F)* < MSE(Fsy, F) 2

! MSE(FSW, ) = Var(Fsm) = |J‘2 1 1/ETT1 ZTT = (Oéf%))zj
i ij) (=
= 0,0864°m? Y, 30, 052, oD LS Ty (s 1y — 1) (Thes G-1ym — 1)

(=
= 07 08642m 21 Zj Zﬁ(Tk—&-(v 1)m — /‘LT)(Tk‘—‘r(j 1)m — NT)
= 0,0864°mn?> 0" (T(k) — pr)? = L300 (Fsm(k) — F)?

1
> MSE(Fé%»F) ~m dhes (Fs(‘i)z(k) - F)2 = 0,0864*m n? > k=1 (A/T(k) - 6’1,uT)2

= 0,0864>mn2a’ Yp_, (T'(k) — 1ur) (T(k) — 1ur)'@
= 0,0864°m>*n%a'Srra = 0,0864°m?n?(1'S511) ! in Ubereinstimmung mit Satz 1.5
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Tab. 3: Frachtschitzer Fys,, und Fg,, fiir C1 bis C7 sowie MSE'’s

Fracht I I I T
F 102,683 33,350 2895 30,465 26,199 175,000 13,449
Farog 111,737 33,261 2923 22,734 28,411 207,719 13,370
Fria 106,826 33,415 2900 25,001 27,280 179,722 13,310
Fye 104,957 33,395 2888 26,824 26,511 178,029 13,392
M 120,338 30,696 3690 19,416 51,292 148,718 14,486

MSE(Fans, F) | 81967 7,814 772 59775 4891 1071 6,266
MSE(Fa1a, F) | 17159 4,281 27 20856 1167 22 19,445
MSE(Fy7, F) | 5171 2,060 0,049 13262 97 9 3,269
MSE(Fss, F') | 461961 125318 440204 468913 21405 7962 15396
MSE(Fs14, F) | 55163 18302 97927 182751 5656 3021 1693
MSE(Fs7, F) | 7575 2136 25950 138947 3138 500 262
MSE(F,, F) | 79720 9608 65461 68259 3501 2234 1326

2.3.2 Zusammenfassung der Ergebnisse

Aus der Definition von Y71 = Sppin: (Abschnitt 1.1) und mit MSE(Fg, F) = |J|*Syrn folgt,
dass sich bei einer Verdoppelung des Stichprobenumfangs n der MSE halbieren wiirde, wenn
sich die Transport-Kovarianzen in den Teilintervallen J; und J; insgesamt aufheben wiirden,
was aber hier offenbar nicht der Fall ist. Uberwiegend ist die Verbesserung sogar gréRer.

Nach der Theorie ist ebenfalls klar, dass ein Stichprobenschatzer F's nur dann mit dem Misch-
probenschatzer F; in der Giite vergleichbar ist, wenn zwischen C' und @ ein gréBerer mittlerer
linearer Zusammenhang besteht, also wenn die Abweichung |Fy; — F| verhiltnismaRig groR
ist, vgl. C'1 und C'4 in den Grafiken 3 bis 5 im Anhang A2.

Der theoretisch beste lineare Frachtschatzer Fég) statt Fs zeigt im Fall von m = 28 eine

deutliche Verbesserung. Die Kovarianzen in X7y miissen jedoch bekannt sein, was praktisch
nicht der Fall ist, auler bei Modellen mit kontinuierlich beobachtbaren EinflussgroBen.
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3 Frachtschiatzungen bei Vorinformation

Das Problem der Berechnung von Frachten, wenn zwar die Konzentrationswerte C' nur auf-
grund einer systematischen Zeitstichprobe (1,...,t,) diskret, aber andere, mit der Konzen-
tration zusammenhangende GroRen wie beispielsweise der Abluss @) (quasi-)kontinuierlich vor-
liegen, wurde in der Literatur zahlreich an Beispielen diskutiert, siehe etwa Fehr (2000), Gélz,
Schmidt (2003), Heininger, Schild (2000), Hilden (2003), Richards (1998) und die dort an-
gegebene Literatur sowie Schreiber, KrauB-Kalweit (1999). Eine theoretische mathematisch-
statistische Untersuchung dieser Problematik in Verbindung mit empirischen Ergebnissen ist
kaum zu finden. Dies soll hier unter Verwendung der Resultate aus Hebbel (2006) erfolgen.

Eine Frachtschitzung nach Fs = [J| }.7", ¢; C(;)Q(t;) (mit g; = 2) nutzt nicht die Kenntnis
aller (quasi-)kontinuierlich beobachteten MessgroRen, die auf C' einen Einfluss haben. Bei
Beriicksichtigung dieser Vorinformation miissten bessere Schatzer méglich sein. Unterschieden
werden hier nicht-modellbasierte und modellbasierte Frachtschatzer, die in den nachfolgenden
Abschnitten getrennt behandelt werden.

3.1 Nicht-modellbasierte Frachtschatzer

Als nicht-modellbasiert gelten hier die in Tab. 4 aufgefiihren Frachtschatzer, die unter Nutzung
kontinuierlicher Abflusswerte () als eine Modifikation des Schatzers

Fs=|JT mit T=Y gC0)Qt), ¢="1(=2)

] n
i=1

nach der Stichprobenstrategie angesehen werden kdnnen.

Tab. 4: Nicht-modellbasierte Frachtschitzer F bei kontinuierlichem Abfluss

Nr. Frachtschitzer F'*)

1 | |J|(Cpg+scq) = Fs — || C(Q — pg) . scq empirische Kovarianz von C,Q
2 | |J] ZgiC(ti)Qi, QQ; theoretisches Mittel in J;
i=1

3 [1J1Cuq

4 || Jlps, T(t) = C(t)Q(t), C(t): lineare Interpolation der C/(;)-Werte

Schatzer 1 Der Frachtschatzer
FO = |J|(C jig + scq) = Fs = |71C(@Q — nq) B B
=Fg — I ne(Q — po) Fs — [J|(C — pe)(Q — pe)
entsteht aus Fs = |J|T, indem in der Darstellung T = C'Q + s¢, (vgl. Abschnitt 1.1) Q
durch p ersetzt wird. In der rechts stehenden Umformung ist zu erkennen, dass der Schatzer
Fg dann korrigiert wird, wenn die Stichprobe den Mittelwert s, von @ nicht richtig erfasst.
Fiir Q < p erfolgt eine Korrektur nach oben, bei () > 11 nach unten.
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Mit Fs — F = |J|(T — pur)) gilt (vgl. auch Hebbel (2006), siehe dort Korollare 4.5 und 3.3)
MSE(F, F) — MSE(Fs, F) = |J]*( = 2ucSrq + 12500) -
Damit ist im MSE-Vergleich FO im allgemeinen besser als Fis zur Schatzung von F', wenn

EQQ < 2#7
Diese Ungleichung ist fiir groBe positive S1¢ = 11oXcq + fieSoq bzw. insbesondere fiir groRe
positive Yo erfiillt, vgl. dazu Korollar 3.3 in Hebbel (2006). Unter diesen Voraussetzungen
sind auch die obigen Fille der Korrekturen sinnvoll zu erklaren.

Schatzer 2 Der Frachtschatzer

= 71D g Ct)Q
=1

ergibt sich aus Fs, wenn statt der Einzelwerte Q(t;) aus J; die theoretischen Mittelwerte
Q; = ,ug) verwendet werden. Da nach Satz 1.3 in Hebbel (2006) E(C'(t;)) = ug) = () ist, gilt

E(F@) = || Zgi CiQi = Fu = F — |J|o¢qn: -

Damit ist £® zwar erwartungstreu fiir F;, jedoch verzerrt fiir die eigentlich gesuchte Fracht
F'. Statistisch gesehen ist dieser Schatzer fiir die Fracht F folglich stets schlechter als F)
(im MSE-Vergleich), weil zu dem Quadrat der Verzerrung noch Var( 2)) hinzukommt. Daher
wird F® nicht in die empirischen Untersuchungen einbezogen.

Schatzer 3 Fiir den Frachtschatzer
F® =] Cug

ilt .
¢ E(F) = |Jluepg = M = F — |J|ogg und Var( 9) = TP Sec
Die Varianz liegt in der gleichen GréRenordnung wie die von F® . Der Schitzer ist erwartungs-
treu fiir M, aber verzerrt fiir I, beachte Satz 1.2 und 0o = 00 it + T .exi- Haben ToQint
und 0 o, gleiche Vorzeichen, dann ist das Verzerrungsquadrat noch groRer als das von FO
Daher wird auch dieser Schitzer nicht weiter beriicksichtigt.

Schatzer 4 Die lineare Interpolationsmethode beziiglich der C'(t;)-Werte zur Frachtberech-
nung liefert den Schitzer

FO = / Q) dt 2 zn: / CHQ(t) dt
J i=1 i

i+1 = U

mit

und t, 41 bzw. C(t,1) ist geeignet gewdhlt (Extrapolation), vgl. Abb. 5.
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Abb. 5: Lineare Interpolation

Eingesetzt und ausintegriert ergibt sich

n

~ n P s . ) 1
FO =N HC)Q; + > bilJilolg ~ F? mit ol = % /(t —t;)Q(t) dt .
i=1 R

=1

Hierbei ist at(g (in etwa) die Kovarianz von t und @ in J;, also ein MaR fiir ihren linearen
Zusammenhang. Da aber @) im allgemeinen keinen linearen Trend in J; aufweist bzw. sich die
linearen Trends im (gewichteten) Mittel aufheben, ist der zweite Summand ann3hernd Null, so
dass die lineare Interpolationsmethode mit der ﬁ(Q)—Schéitzung aquivalent ist. Da F); besser

als F'® ist, wird auch F® nicht in die empirischen Untersuchungen aufgenommen.

Zusammenfassung Der Schatzer 2 ist statistisch stets schlechter als F;. Der Schatzer 3
ist in der Regel schlechter als Schatzer 2 und damit schlechter als F);. Der Schatzer 4 ist
vergleichbar mit Schitzer 2 und damit ebenfalls schlechter als F,;.

3.2 Modellbasierte Frachtschatzer

Ein weit verbreiteter Ansatz besteht darin, Modelle fiir die Konzentration bzw. den Transport
zu entwickeln, deren EinflussgréRen simtlich (quasi-)kontinuierlich vorliegen. Diese Modelle
lassen sich dann aufgrund der gemeinsamen Beobachtungen schatzen. Mit den so geschatzten
Modellen kdénnen die ,fehlenden” Konzentrations- bzw. Transportwerte ermittelt werden. Aus
diesen nun ,vollstandigen” Datensdtzen kann die Fracht wie gewohnt (quasi-)kontinuierlich
berechnet werden. Bei dieser zunichst naheliegenden Vorgehensweise treten aber methodische
Probleme auf, die im folgenden n3her untersucht werden.

Aufgrund sachlogischer Uberlegungen und verfiigbarer Datenbasis wird ein Modell fiir die
Konzentration C' entworfen:

C(t) = f(Xa(t),.... X, (1)) + U1), teJ Zustandsgleichung.

Die EinflussgroBen X7, ..., X, missen (quasi-)kontinuierlich beobachtbar sein, beispielsweise
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Abfluss(-Transformationen)  Q(¢), Q*(¢),..., 00 020’
Wassertemperatur WT'(t), Leitfahigkeit LEF(t),
polynomieller Zeit-Trend 1, t ...,

...,ef® I Q(t),

1 1
t

periodische Zeit-Komponente mit (Kreis-)Frequenzen \; sin\;t, cosA;t,

usw. und U ist eine unbeobachtbare Restkomponente. Auf der Basis von

C(tr) = f(Xi(tr),..., Xp(t)) + U(ty)
: Beobachtungsgleichungen

Clt) = F(X0(ta). - Xy (1)) + Ut2)

wird die Funktion f aus einer geeignet gewahlten Klasse geschatzt, z. B. iiber das Kleinst-
Quadrate-Kriterium ming > |, U?(¢;). Diese Schitzung sei mit f bezeichnet. Dann wird die
Fracht ermittelt durch

F\:/Jﬁc(t)Q(t)dt mit IZL\C(t):]?(Xl(t)""ﬂXp(t))7 teJ.

Ublich ist in diesem Zusammenhang die Verwendung reiner C-Q-Modelle wie beispielsweise

F(Q) = a+ 572 bzw. f(Q(1) = o+ BQ (1) oder F(Q) =a+ oo

(Q(t) = Qo)
bzw. eine Kombination beider Ansitze, um sowohl einen Anstiegs- als auch Verdiinnungseffekt
in C' bei wachsendem @) zu beschreiben, siehe etwa Steinebach (1994), Keller, Hilden, Joost
(1997) und Brunswig (2000). Weist C'(t) in J einen periodischen Verlauf auf, dann kénnte die
Hinzunahme der trigonometrischen Schwingungen sin At, cos A\t mit A = % und ggf. einiger
Oberwellen niitzlich sein, vgl. beispielsweise Uhlig, Kuhbier (2001). Wird durch den Stoff C' im
wesentlichen die Leitfahigkeit LF' induziert, die (quasi-)kontinuierlich beobachtet wird, dann

es es sinnvoll, LF" als eine EinflussgroBe im Modell zu beriicksichtigen.

Eine analoge Vorgehensweise ist auch fiir die Transporte T'(t) = C(t)Q(t) mdglich mit

T(t) = g(Xui(t),.... X,(1)) + V(t), teJ Zustandsgleichung
und
T(ty) = g(Xi(tr),. .., Xp(t1)) + V(1)
: Beobachtungsgleichungen
T(ta) = g(Xa(tn),- - Xp(t)) + V(ta)
sowie

ﬁ_L%@m.m Ar(t) = (X1(0), ... X,(0), e,

Konzentrations- und Transportmodelle sind zwar durch Multiplikation bzw. Division mit Q(t)
ineinander (berfiihrbar, aber es zeigen sich schon die ersten Schwierigkeiten. Mit derselben
Methode geschétzt, ergeben sich andere Ergebnisse, da in der Regel [i,(t) # i (t)Q(1) gilt.

22



AuBerdem ist letztlich nur die integrale GroRe F' gesucht und es ist nicht gesichert, dass durch
eine weitere Hinzunahme von EinflussgroRen, die zwar stets die (empirischen) Restgroen
im Sinne des Anpassungskriteriums verringern, auch die Frachtschidtzung verbessert wird, im
Gegensatz zur Situation beim klassischen linearen Modell. Die Frachtschatzung kann sich bei
einer Modellerweiterung sogar verschlechtern, was spater auch an Beispielen gezeigt wird.

Ein eher fachliches Problem liegt in der Konzeption der iiblichen Modelle. Sind zu verschie-
denen Zeitpunkten ¢ die Werte X;(t),...,X,(t) der EinflussgroRen gleich, dann sind auch
die Schatzwerte i (t) bzw. i (t) gleich, die in die Frachtschitzung eingehen. Ob die An-
nahme realistisch ist, dass bei gleichen EinflussgroBenwerten stets auch die Konzentrations-
bzw. Transportwerte identisch sind, muss von Fall zu Fall gepriift werden. Fiir ,,gute” Model-
le, die vorrangig C' bzw. T beschreiben sollen, erscheint es sinnvoll, die Zeit t explizit in die
Zustandsgleichung aufzunehmen, da zu verschiedenen Jahreszeiten selbst bei gleichen Werten
der EinflussgréRen die Konzentrationen bzw. die Transporte unterschiedlich sein werden.

Ein weiteres methodisches Problem entsteht durch die systematische Zeit-Stichprobe. Da die
Zeitpunkte der systematischen Beprobungsstrategie zufallig und abhangig sind, ergeben sich
zuféllige und abhangige EinflussgroRen Xi(¢;), ..., X,(t;) fir ¢ = 1,...,n. In der iblichen
statistischen Modelltheorie sind jedoch die EinflussgroBen fest (nicht zufallig). Nur die Rest-
groBe und damit auch die ZielgroBe sind dort zufallig. Hier die RestgroBen U(t) bzw. V (¢) als
Zufallsvariable zu interpretieren, verkompliziert eher noch die Theorie. Die statistischen Eigen-
schaften der Schatzer wie ,Erwartungstreue”, ,kleinste Varianz" usw. gehen ohnehin verloren.
Die modellbasierten und in der Regel nichtlinearen Schatzer sind im allgemeinen verzerrt. In
Hebbel (2006) wurden erstmals die mittleren quadratischen Fehler MSE verschiedener derar-
tiger Fachtschatzer berechnet und angegeben. Es gelingt zwar nicht, einen besten Schatzer
mit kleinstem MSE zu finden, weil zum einen im MSE der unbekannte Frachtwert F' ent-
halten ist und zum anderen beim MSE-Vergleich weitere stoffbezogene KenngréRen auftreten
(so genannte hdhere Momente), die von Fall zu Fall unterschiedlich sind. Aber fiir bestimmte
Schétzer ist es moglich anzugeben, ob der eine den anderen dominiert.

Da es stets moglich ist, beliebige Funktionen durch geeignete Transformationen recht gut

zu linearisieren, werden im folgenden ohne groBere Einschrankungen nur so genannte lineare
Modelle der Art

CH) = X + .+ X(0)8, +U®) o) = Xl:(t) 5 ﬂ:l
=z(t)B+U®), telJ X.(t) ’ i
bzw.
T(t) = Yi(t)B1 + ...+ Y, ()8, + V(t) mit y(t) = Yl:(t) 5o 6:1
=yt)B+V(t), teJ Yp-(t) ’ Bp

betrachtet. Fir Yi(t) = Xi(t)Q(t),...,Y,(t) = X,(t)Q(¢) und V(¢)
Modelle dquivalent.

U(t)Q(t) sind die
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Lineare Transport-Modelle
Betrachtet wird das lineare Transport-Modell
_ Fy;
Tt)=yt)B+V(t), teJ mit py=0 bzw. pp=ppB, p,= :
Hy,

Infolge der Annahme, dass die Reste im Intervall-Mittel verschwinden, ergibt sich fiir die Fracht

F die Darstellung
F = |J|ur = |J|m,B fiir beliebiges B mit  pp = p, 3.

Dasjenige (3 mit minimaler theoretischer Intervall-Varianz o¢- mit der Restriktion p, = 0 bzw.

pr = w3 ist gegeben durch

~(B) = o — B .3 _
B :ﬁ+T7JEyy1“y mit B:Zyylo'yT

1y Sy
sowie
Ovivq Ovrv, OviT
Eyy - . . ) GyT - :
Iy, 71 Oy,y, Oy,T
und fir die Fracht F' gilt ansatzgem&l die Darstellung
. ~(R)
mit THE#) =yt)'8 .

~(

F=|J|pp = |J|pzm = [J|1,8

e Statt der Originalwerte T'(t) geniigen theoretisch die , mittleren” Transportwerte T®) (t)
die einen Mittelwert aller 7"s mit gleichem y-Wert (zu verschiedenen Zeitpunkten t) dar-

stellen, vgl. Abb. 6.

T(®

0
y(’
Abb. 6: Zusammenhangshangsplot (T'(¢), y(¢)’) mit Mittelwerten T (t) = (t)’B(R.)

e Obwohl sich die Einzelwerte T'(t) und T®)(t) unterscheiden, fiihren sie konstruktionsgem3R

zur gleichen Fracht F'. Die theoretische RestgroRe V@ (¢) = T'(t)— T (¢) hat die kleinste
, unter allen 0%, mit u,, = 0. Beziiglich der ,Modellgiite” gilt

e )" T(t)=y(t)B, p;=m,B
1y Syt LT T

- 2
Intervall-Varianz o3,
2 _ 2., 2 _ 2 2
05y = 07+ 05y —205m) = 07 — 05+
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da
)2 Hp — Bz
: Zyyl Hy Zyy Hy

9 (R)! ~
OFm) = '6 Zyy'6 - '6 Zyyﬁ + K

_ o/ T _
Orgm = UyT'B - UyT6 + ’E;y K s Eyyﬁ = Oy
y
also 2
2 (pp — ,“f) 2 2
o+ ———— =05+0%
W ym, TV

e Im Sonderfall des inhomogenen Modells
Tt)=a+yt)B+V(t), teJ mit p, =0 bzw. pp = o+ u,B

ist die Restriktion durch & = pup — u;,@ stets erfiillt und damit gilt die Darstellung

= |J|@+ p,B) = |J|uz mit T(t) =a+yt)B = pup+ (y(t) — p,)B.

~(R ~
Zur Schitzung von F' iiber das gewahlte Modell muss 5( : bzw. B durch eine geeignete
Schitzung ersetzt werden. Werden jedoch im Koeffizientenvektor lediglich die unbekannten
GroBen fi7 und o 1 durch die entsprechenden empirischen ersetzt, dann ergibt sich

=~

=(R) g .
B _/3+ ’Eyyl yzyy”’y mit ﬁ Zyy yT»
. . (R) = -
und fiir die Frachtschitzung gilt F' = ]J|u’yﬁ = |J|T = Fs. Das Resultat ist der modellun-

abhidngige Stichprobenschatzer. Daher muss ein anderer Weg gefunden werden. Die analoge
empirische Vorgehensweise liefert das folgende Resultat:

3.1 Satz (KQ-Schitzer im linearen Transport-Modell) Beziiglich der Beobachtungs-

gleichungen
T(t1) Yi(ty) - Yp(t)\ (A V(t1)
: = : : N By : , kurz T=Y@B+w
T<tn) }q(tn) e Yzﬂ(tn) 6}’ V(tn)

des linearen Transport-Modells T'(t) = y(t)’8 + V(t) mit py = 0 ergibt die KQ-Methode
ming |v|? unter der Restriktion V = 0 bzw. T = 3’3 die Schitzung

~(R) -~ T-T _ = >
B =B+ 75, 1fSyy Y mit ﬁ SyylsyTv T<t) = y(t)lﬁ,

wobei ' = (Y; -+ Y,) und

Svivi T vy, 1 SyiT 1 . _
S = : : :ﬁ<Y_ 1y)(Y ly) S, = ; :E(Y_ 1%) (T - 1T).

Sy,vi " Syy, Sy, T

Wegen TH) (1) = y(t)’,B( 3 M = M, ,6'( und T=T7T = ’,6( ) (nach Ansatz) ist

-~

5 = — (R)
F= |J|:uf(R> = Fsg—|J|(T - MT(R)) =Fs—|J|(y - l‘l’y)lﬁ
Im Sonderfall des inhomogenen Modells T'(t) = a+ y(t)'8 + V(¢) gilt
F=Fs—|J|(@ - p,)B. 0
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e Die Minimierung der empirischen Restvarianz *|v|* — V? fithrt zu der unrestringierten

Schitzung . ~ ~ ~
B=5S, s, sowie T(t)=yt)B, pup=mp,B
und damit R _

F=|J|us = Fs—[I|(T - pz) -

Im Sonderfall des inhomogenen Modells T(t) = o + y(t)B + V(t) ist a = T — y'3,
B= S, 8,7 und T(t) =T+ (y(t) — )3 sowie py=T— (g — uy)’B. Damit ergibt sich
in diesem Fall derselbe Schatzer

F=\|Jlpz=Fs—|J|(T — pz) = Fs — |J|(§ — p,)' B
wie zuvor.

e Die Wirkungsweise dieses Modellschatzers fiir die Fracht F' ist im Prinzip plausibel. Wird
der Intervall-Mittelwert einer EinflussgroBe Y}, durch die Stichprobe nicht richtig erfasst,
erfolgt eine , Stetigkeitskorrektur” des modellunabhangigen Stichprobenschatzers Fs. Das
Ausmal der Korrektur hangt von der ,Bedeutung” von Y} ab. Je geringer die Intervall-
Varianz s3. und je deutlicher ihr linearer Zusammenhang mit 7" ist (|sy,z| > 0), desto

starker ist die Korrektur.

(R) R

=

e Die empirische RestgroBe 3/V= T — T mit 5= 0 hat zwar innerhalb des Modells

die kleinste Varianz und mit f(t) = y(t)’B sowie T' = 7’3 gilt analog der theoretischen

)l

Situation

T —T)? T —T)?
(7/ 711 ) also 3%“ + %
YSywy Y'Syyy
aber es ist nicht gesichert, dass ein groReres Modell mit weiteren EinflussgroBen auch

2 _ 2 2 o 2 Q2
Spr) = ST+ SHm) — 28ppm = ST~ Sp

2 2

bessere Schitzungen fiir die Fracht liefert, obwohl die empirische Restvarianz nicht groRer
werden kann, siehe Anhang A5 und folgenden Punkt.

e Fiir den mittleren quadratischen Fehler gilt
5 i (B ~(R) /
MSE(F, F) = |JPE((pm —1r)?) = [TPE(B = BB = B) ),

wobei 3 auch durch B(R)ersetzt werden kann, da ,uT:u’yB(R? Je besser der Schitzer a(R)
fiir 3 bzw. B(R) ist, um so besser ist auch der Frachtschatzer. An dieser Stelle ist ersichtlich,
dass eine Modellerweiterung durch unbedeutende EinflussgroRen den Frachtschatzer ver-
schlechtern kann, weil dann die entsprechenden Koeffizientenschatzer groe Unsicherheiten
aufweisen. Im Anhang A6 wird das ,,Parsimonitatsprinzip”, also das sparsame Umgehen mit
den EinflussgréBen, am Beispiel des klassischen linearen Prognosemodells ndher erliutert.
Die Ergebnisse sind im Wesentlichen auch auf zufillige EinflussgroRen iibertragbar.

e Im Vergleich zu Fg ist
MSE(F', F) = MSE(Fs, F) + | "E((T—pt0))*) = 21T PE((T =) (T =150
Nur fiir den Fall, dass
E((T—MT(R))Q) < 2Cov(T,T—uﬂR>)

gilt, ist der Modell-Frachtschatzer besser als der Stichproben-Frachtschéatzer.
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Spezialfélle fiir Transport-Modell-Frachtschatzer sind in Tab. 5 aufgefiihrt:

Tab. 5: Transport-Modell-Frachtschatzer F

Nr. Frachtschitzer F() Modell
5| Fg-l2 T(t)=QW)B+V(t), f="Lr
Q e}
— s
6| B 1I@g) % T(t) = o+ QWA+ VL), a=up— gyl
6a | Fs—|J|(g—m,)' S, s,r |Tt)=a+yt)B+VI(t), a=pp— w3

Schatzer 5 Es gilt nach Satz 3.1

=3

o~ ~ 1 — —~ A~ ~, J— p— ~,
BB = 5+5(T—Q5) =g F® = |J|MQ5(R): |J|T'MQ — Fg-he — Fs—|J|(Q—NQ)5(R)7

genannt Verhéltnisschatzer. Aus
FO = Fs —|7/((@-ng)3+ R) mit R=(@Q-up)(0"~5), Fs=|JT
ergibt sich
MSE(F®), F) = MSE(Fs, F) + | J]*(6°S0q — 26570) < MSE(Fs, F)

genau dann, wenn _ _
%90 _ 9 ¥1Q
< :
1209) o)
Schatzer 6 Aus Satz 3.1 folgt unmittelbar
~ s ~ _ ~
=2, FO=Fe=|JI@Q-po)B
und N o _ o -,
FO = By~ |(@-n)f + B) mit B =@-p)(3-F). 7=
sowie R L o
MSE(F®), F) & MSE(Fs, F) + |J|*(3°Sqq — 2857q) < MSE(Fs, F)

genau dann, wenn _ _
% b))
=99 <2719
7Q 91Q

Schitzer 6a Dieser Schatzer ist fiir y(t) = Q(t) der Schitzer 6. Exemplarisch wird dieser
Schétzer im Kapitel 4 mit den EinflussgroRen

y(t) = (Q(1) Q) 5i7)

betrachtet. Damit soll dokumentiert werden, dass eine Modellerweiterung auch zu schlechteren
Frachtschatzungen fiihren kann.
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Lineare inhomogene Konzentrations-Modelle

Zugrunde liegt das lineare inhomogene Konzentrations-Modell

C(t) = a+=(t)B+U(t) mit py=0 bzw. po =a+ B und oyy =0

C(t) = pe+ (@(t)—p,)B+UR), te],
wie eingangs beschrieben und mit entsprechenden Bezeichnungen wie zuvor. Daraus ergibt
sich durch Multiplikation mit Q(t) das Transportmodell

T(t) = Qt)a+ Qt)x(t) B+ U)Q(t) mit oyg =0 bzw. 0qn = 0,8
T(t) = pong + Q) —m)B+ UNQ), te..

Fir die Fracht F' gilt dann die Darstellung

F=J|up = [I(ncpg + 04,o8)  fir beliebige B mit i = pcpg + 008

Dasjenige Paar (a, 3) mit minimaler theoretischer Intervallvarianz o7 unter den Restriktionen
py =0 bzw. a = pic — B und oy = 0 ist gegeben durch

Z(R) (B = 0cg = ThoB FU.
R) - MC - I-‘fw,ﬁ ) 16 = ﬂ + Mzzzlo-z(;) und 18 = Ema}azC

a( / —1
UIQEM 0.0

e Statt der Originalwerte C'(¢) in T'(t) = C(t)Q(t) fihren demnach auch die ,mittleren”

Konzentrationswerte

CO () = e+ (@(t) =, B von C(t), tel,

die bei gleichen x(t)-Werten zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ identisch sind, zur Fracht F,
denn _ ~(R)
[ EM0Q@ e = l(petq + B ™) = Tl = .
vgl. die dquivalente Situation im linearen Transport-Modell in Abb. 6.
e st eine der EinflussgroRen der Abfluss, ohne Einschrankung X; = @, dann werden fiir die
Darstellung der Fracht F' die iibrigen EinflussgroBen xo(t)" aus x(t) = (X1(t) x2(t)")
nicht bendtigt (im Gegensatz zu den ,mittleren” Konzentrationswerten C'¥)(t)), denn ihr

Beitrag zur Fracht verschwindet:

Aus
2 / 2 B 1 o
zm_<0Q o'sz)7 o, :<UQ )7 Yo, :< )7 awcz( CQ),
04,0Q E962962 ? 0:,0Q 9 0 O4C
folgt
o.oB=(10) o =0cg, also B =p
z2C

und damit

~(R)
F = |J|ur = |I(potg + 0008 ) = 1I(tokg + 0cg) ;

in Ubereinstimmung mit der ,Verschiebeformel” Ocq = Hr — Holg-
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e Zur exakten Frachtberechnung geniigt damit theoretisch das einfache lineare Regressions-

modell
Clt)=a+Qt)B+U(t) mit py=0 bzw. po=a+pgB und oyn =0,
denn
Ct) = ne+ Q) —pe)s + U(t)
T(t) = peQ(t) + QE)QH) —png)B +U@)Q[E) mit oyq =0,
also o
pr = fioho + 05, 0= UL%Q-

~(R
Zur Schitzung von F' iiber das gewahlte Modell muss ﬁ( ) durch eine geeignete Schatzung
ersetzt werden. Wird dazu
() ~(R) =R = ng

=C-wB , B =P+

= Z;xamQ mit B )iy
rQ a:x :J:Q

zx SzC

gewahlt, ergibt sich
=(R) _
= |J|(Cg + 0B ) =1JI(Cuq +scq) = FV

und die Schatzung ist unabhingig vom gewadhlten Modell. Auch hier, wie schon beim Transport-
Modell, wird daher wie folgt verfahren.

3.2 Satz In dem Modell
Clt)=a+zt)B+U(t), T(t)=CH)Q() mit puy;=0, oyg=0
und den Beobachtungsgleichungen (i = 1,...,n)
Ct) = a+xt;)B+UEt;) mt U=0bw. C=a+Xf3
T(t:) = CQt:) + Qt:)(m(t:) — X)'B+ U(t:)Q(t:) mit syq =0 bzw. soq = 5,08

ist der restringierte KQ-Schatzer fiir o, 3 gegeben durch

a® = é—Y/B(R), ,/3\( — B+ CQsiﬁ“QﬂS S, Mit 8= S ls ..
'cQ Tz sacQ
Fiir den Frachtschatzer gilt dann
-~ — 5 (R) — — /5 (R)

F=1|J|pzm = U|(CNQ + (Mg —1oX)'B ) = |J’(C:U’Q + (00— Ho(X—n,))B )
und im Vegleich zu Fs = [J|T mit T = CQ + s¢q. Sog = SIQB(R i

F= Fs — |J|(C(Q- o) + (Spo— Ua;Q+NQ(X "‘l’x))ﬁ )
Beweis Aus

T(t) = CP (1)Q(1) ;000 =a® s a(yB”
N o m un N L
= TQ(t) + Q) (x(t) - X)B =T+ (a(t)-X)B"

sowie 0,0 = H,o — M,fig folgt unmittelbar die Behauptung.
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e AnsatzgemiB gilt infolge der Nebenbedingungen

=) _ =) ___ PN () p— _
Cj — (j Ul1d jﬂ — (:'62 %‘ 8112[3 — (:'62 %‘ 8(7@2 — jd.

e Die Wirkungsweise des Konzentrations-Modell-Frachtschatzers ist in der vergleichenden
Darstellung mit F ersichtlich. Wie bereits beim Transport-Modell-Frachtschatzer erfolgt
eine , Stetigkeitskorrektur”, wenn die Mittelwerte der EinflussgroBen X, durch die Stichpro-
be nicht richtig erfasst werden. Dariiber hinaus ergeben sich aber auch Anderungen, wenn
der Mittelwert vom Abfluss ) sowie die Intervallkovarianzen der EinflussgroBen X und
dem Abfluss @) durch die Stichprobe nicht korrekt wiedergegeben werden. Die Richtung
der Korrekturen ist an den Vorzeichen abzulesen und die verschiedenen Korrekturen kdnnen
sich auch gegeneinander aufheben.

e Ist eine der EinflussgroBen der Abfluss, ohne Einschrankung X; = @, dann werden die
restlichen EinflussgroRen x5(t)" aus x(t)’ = (Q(t) @2(t)") in der Modellgleichung

C(t) = a+ Q) + ma(t) By + U(L), te T

zwar nicht iiberfliissig (entgegen der theoretischen Situation), jedoch vereinfacht sich der
Schétzer zu

F = |Jlps = |J|(Cug + (Hpo—10X)'B)

= Fy— [J|(C@—110) + (820—020 + 1o(X—11y))'B)

bzw.

1)
I

|J‘(€NQ (NQ2—HQQ) Q)+F2

= Fs = 17I(C@-nq) + (5 =0f + no(@-ng) ") + Fo

/ J—
P80Y(8,,,,— m0me) (s, TnaiCQ),
Q Q Q

mit

Fy = 17| (Basg =1 X2 = (g2 = 10Q)
o ~ (P ¥ I /
Beweis: Aus X = (Q X,), plo = (MQQ qu) und

2 2 1
g —( % Smo) s — ( SQ > G-lg  — ( ) s
Tx (Sgng S ) zQ SmQQ ) zz 2@ 0 ) zC
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folgt unmittelbar
oB=(1 0)(%@) = d demnach 3= 3 = 5!
st,B—( ) So = S und demnac B =B=5,,8,"
T2
Die zweite Darstellung von F' ergibt sich durch Auflsung des Gleichungssystems
SQﬂl + 59:2952 = 50q

Smﬁ =S, bzw.
ngﬁl + S:rgngBQ = Sach

d.h.

2) _SCQ Q a2 Q51,0 S2,Q5cQ
ﬁl - SQ 12 /82 und 182 - (ngxg_%) (Sa:QC_ 1’28% )
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Damit folgt

SmfZQ )/32 :

5Q

— — 8 J— —
= |JI(Cq + (qu—uQQ)%) + [ (Bayo =1 X2 — (g2 —10Q)
Bemerkung: Der Summand
~ — — S
Fy = |J|(CMQ + (MQ2_MQQ)SL§)
in der Darstellung von F entspricht der Frachtschatzung beziiglich C im einfachen linearen
C-Q-Modell

Ct)=a+Q{t)Bo+U(t), teJ mit 62:6—@310, B\lo:scTQ.
5Q

Der Summand ﬁg stellt die Frachtschatzung beziiglich der Restkonzentration

U(t) = C(t) —a— Q(t)Bo = C(t)—C — <@<t>—@>2€§ mit 55, =0
im Modell
U(t) = Ba(t) Bag + V() mit Ts(t) = o(t)— X — (Q(1)—Q)

S

v S5, ©

z2Q
2
5Q

~

~(R ~ =
dar, denn unter Anwendung von Satz 3.2 mit 6;0) = B, und wegen U =0, V5 =0 gilt
Fy, = |J’(UMQ + (NUQQ_MQV2)/ﬁ20) = ’J‘NggQﬁzo

== =\ 52,0V 5 - _
= |J|(H12Q—MQX2 - (NQ?‘NQQ>?QQ) B Bog = 55216235217

sowie

s._ s s._ s s s

_ 22Q°%22Q 22Q%x2Q __ 2Q°22Q

Sﬁgﬁg - szxg + 52 -2 $2 - Szza:z - 52 )
Q Q Q

_ S2,Q5cQ S2,Q%cq _ S2,Q5cQ

S@Q(j = Syp,c + 52 — 2 52 = S T 52 :
Q Q Q

Dabei sind die EinflussgroRen v, (t) die um den linearen Einfluss von Q bereinigten xo(t).
Theoretisch haben also sowohl die Reste U(t) als auch die Reste vy(t) jeweils die Fracht
Null.

Wie bereits allgemein bei der Modellierung erwéhnt, fiihrt eine Hinzunahme weiterer Ein-
flussgroBen zwar zu einer geringeren empirischen Varianz der Restkomponente, die Unsi-
cherheiten in der Schatzung der Koeffizienten {ibertragen sich jedoch auf die Frachtschat-
zung, so dass diese sogar schlechter werden kann (im Sinne des MSE). Da theoretisch
bereits ein lineares C-(Q-Modell ausreicht, um die Fracht F' darzustellen, erscheint es emp-
fehlenswert, empirisch auch nur ein derartiges Modell zu verwenden, es sei denn, die Ein-
flussgrolen sind hoch mit C' intervall-korreliert, so dass die Restgroe nahezu verschwindet.
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Spezialfille fiir Konzentrations-Modell-Schatzer, die in die empirischen Untersuchungen auf-
genommen werden, sind in Tab. 6 aufgefiihrt.

Tab. 6: Konzentrations-Modell-Frachtschitzer F

Nr. Frachtschatzer F()

7 FS_’J‘(G(G >+(SQ UQ"‘MQ(Q ,UQ)) QQ)
) Q)B+U(t) mit py =0, oy =0

7a Fs—|<]|( Q- >+(SmQ U$Q+NQ(X ) S zC)
)

Modell: C(t) = z(t)'B+U(t) mit z(t) = (Q(t) x2(t)), py =0, oy =0

Modell: C'(t

Schitzer 7 Dieser Schitzer entspricht £(7%) mit () = Q(t) und ist methodisch sinnvoll, da
bereits das lineare C-Q-Modell theoretisch zur Fracht F' fiihrt. Ohne den zweiten Summanden
entsteht der Schitzer F() = Fg — |J|C(Q — fig)- Zur (ndherungsweisen) Berechnung des
mittleren quadratischen Fehlers ist die Umformung

FO = Fs = |7\(no(@po) + (sh=04 + (@) 52 + F)
= Fs—|J|((Hc+MQ )(Q Ho) + (4= 00) CQ+R)
mit

R=(C—pc)(Q- MQ)+(3Q UQ"‘MQ(Q MQ))(SCQQ UCTQ)

79Q

niitzlich. In grober Naherung (unter Fortlassung dritter und vierter Momente) gilt dann
~ o —
MSE(F™, F) — MSE(Fs, F) ~ |J|2((Nc+ﬂQ ) 00— 2(”C+ﬂQUL§)ZTQ)'
Der Schitzer F( ist also (meist) dann besser als Fs, wenn

s P
9Q 9 7Q

e HeodthQocq
gilt. Diese Bedingung dhnelt denen der Schatzer 1, 5 und 6.

Schidtzer 7a Exemplarisch wird dieser Schatzer im Kapitel 4 zum einen mit den Einflussgro-
Ren

z(t) = (Q(t) Q*(t) % cos 2=t sin 25t )

und zum anderen mit sachlogisch begriindeten Regressoren wie die Leitfdhigkeit LF' (fiir den
Chloridgehalt C'L) und die Temperatur 7" (fiir den Sauerstoffgehalt O) betrachtet. Damit soll
dokumentiert werden, dass eine Modellerweiterung sogar zu einem schlechteren Frachtschatzer
fihren kann und nur solche Modelle geeignet sind, die die ZielgréRe sehr gut beschreiben.
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4 Beispiele fiir empirische Frachtberechnungen

Fiir die exemplarischen empirischen Frachtbrechnungen werden zum einen der anonyme quasi-
kontinuierliche
Datensatz 1 Abfluss Q, Konzentrationen C'1 bis C'7

aus Abschnitt 2.2.3 in Form der Tagesmittelwerte an einer Messstelle und zum anderen ein
umfangreicher quasi-kontinuierlicher Datensatz 2 von Tages(mittel)werten bzw. Tagesmisch-
proben aus Tab. 7 herangezogen.

Tab. 7: Datensatz 2 zum Frachtberechnungsvergleich

Messstelle MessgroRe C Zeitraum
Bimmen, Rhein Q 75 -89
Tagesmittelwerte | CL, LF als Modell-EinflussgroRe 75 - 88
O,, T als Modell-EinflussgroRe 76 — 85 | 75 — 89

Tagesmischproben | CL, NO3, NH4, KMnO,4 76 — 87
CSB 76 — 86

BSB 76 — 84

NO, 77— 84

Mainz, Rhein Q 78 — 89
CL, LF als Modell-EinflussgroRe 82 - 89

NO,, PO,, O, 78 — 89

Palzem, Mosel Q 76 — 90
CL, P, NO3, NO;, NH4 76 — 90

Dieser Datensatz 2, freundlicherweise von der Bundesanstalt fiir Gewdsserkunde, Koblenz zur
Verfiigung gestellt, wurde auch schon in Schreiber, KrauB-Kalweit (1999) verwendet, jedoch
nur zum Vergleich von F); und Fj.

Hier werden nun in die Untersuchungen die ,stetigkeitskorrigierten” Frachtschatzer 1 und 5 bis
7 einbezogen, die in Tab. 8 aufgelistet sind.

Tab. 8: ,Stetigkeitskorrigierte” Frachtschatzer F

Nr. Frachtschitzer F() Modell

1 | Fs—[JIC(Q—pg)

5 | Fs T(t) = Q)5 + V(1)

6 | Fs—|7/(Q- >; T(t) = a+ Q)8 + V(1)
6a | Fs — |J/(G—m,)'Sy, 8,7 T(t) = a+y(t)B+ V()
7| Fs = I(C@-nq) + (53-8 + ng(Q-g)) SQQ) C(t) = a+ Q)3+ U(t)
7a | Fs - |7|(C@ +(st 020 + 11g(X—11x)) Sz 8,0) | C(t) = a+2(t)B+U(t)

(6a) y(t) = (Q Q? 6) und (7a) z(t)' = (Q Q? l coS @t sin 32672115)
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Fir die Vergleichsrechnungen werden nur die iibliche 14-Tages-Mischprobe zur Bestimmung
von Fy; und die systematische 14-Tages-Stichprobe zur Berechnung aller 14 mdoglichen Fg
ausgewahlt, da die Diskussion iiber die Lange des Beprobungsintervalls bereits im Abschnitt 2
erfolgt ist.

Zusammenfassend sind die Schatzer 1, 5, 6 und 7 aus Tab. 8 bei Nichtberiicksichtigung héherer
Momente, also in erster Ndherung besser als F, wenn gilt:

1 EQQ < QE%Q

7 e

20q Yrq

5 D90 o 9o
Q hg @

b >
6 269 I
9qQ orQ
9@ Yrq
7 o < 2 P
Q Hcoq T HQ9cq

mit $1¢ ~ 1oXcq + HeXqo und analog o, & 1100 + 100G Die einzigen Unterschiede
liegen bei dieser Darstellung im Nenner der rechten Seite. Nach diesen Angaben wére der Schét-
zer mit kleinstem Nenner zu bevorzugen, weil dann am ehesten die betreffende Ungleichung
erfillt ist.

(1) Fiir groRere positive 0 wird in der Regel Schatzer 1 gute Ergebnisse liefern, vgl. Aus-
fihrungen in Abschnitt 3.1.

(2) Bei 0 < 0 wére wegen (i = pgpig + 0cg Schitzer 5 dem Schatzer 1 vorzuziehen, da
wegen der groleren rechten Seite die Ungleichung eher erfiillt ist.

(3) Schétzer 6 ist dann empfehlenswert, wenn C' proportional zu é so dass das Absolutglied
im Transport-Modell gerechtfertigt ist.

(4) Infolge der Approximation or ~ fig0cq + Koy scheinen Schitzer 6 und Schitzer 7
in etwa gleichwertig. Bei 0,5 < 0 und g >> 0 ist auch Schdtzer 7 besser als Schatzer 1

anzusehen.

Diese Vergleiche sind jedoch nur Approximationen und miissen in der Praxis nicht zutreffen.
AuBerdem ist Vorsicht geboten, wenn die MaBzahlen im Wesentlichen durch einige extreme
Werte gepragt werden, die dann auch die Stichproben stark beeinflussen.

Beziiglich der einzelnen Messreihen werden neben den Intervall-Mittelwerten p und pi- von

Konzentration und Transport teilweise auch die einheitenlosen KenngréRen
2

vy = Z—QX Intervall-Variationskoeffizient
X
vy = XY Intervall-Kovariationskoeffizient
Hx Hy

von Interesse sein.
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4.1 Beispielrechnungen mit Datensatz 1

Im Anhang A3 sind unter den Grafiken 6 und 7 die Zusammenhangsdiagramme der Konzentra-
tionen sowie Transporte mit dem Abfluss ) zu finden. Diese Grafiken werden iiblicherweise zur
Modellfindung herangezogen. Je besser die Kurve den Datenverlauf (zeitunabhéngig) wieder-
gibt, desto geeigneter erscheint nach bisheriger Ansicht das Modell zur Frachtbestimmung. Die
Theorie widerlegt jedoch diese Ansicht, weil nur der lineare Zusammenhang zwischen Konzen-
tration und Abfluss fiir die Frachtberechnung und -modellierung wesentlich ist (sieche Abschnitt
Lineare inhomogene Konzentrations-Modelle und Anhang A6). Diese Regressionsgeraden sind
in die Bilder mit eingezeichnet.

Die Ergebnisse der Frachtberechnungen nach den Methoden 1, 7, 7a und 5, 6, 6a sind im
Anhang A3 in den Grafiken 8 und 9 veranschaulicht. Zu Vergleichszwecken enthalten die
Grafiken zusatzlich die Werte F', Fy; und M sowie die 14 verschiedenen Schatzwerte Fg aus
den Grafiken 4.

Die Problematik der nur auf bessere Datenanpassung ausgerichteten Frachtschitzer ohne sach-
logische Begriindung zeigt sich in den Bildern an den erweiterten Modellschdtzern 6a und ins-
besondere 7a, die durchgingig schlecht sind. Besser sind im Allgemeinen Frachtschitzer nach
einem einfachen Modell.

Die nach den Grafiken 8 und 9 im Anhang A3 jeweils besten Frachtschatzer sind in der Tabelle
9 aufgelistet. Zusatzlich sind die rechten Nenner der obigen MSE-Vergleiche angegeben, die
sich aus den MaBzahlen der Tabellen 10 und 11 ergeben. Ein kleiner Wert eines Nenners
deutet darauf hin, dass am ehesten die betreffende Ungleichung erfiillt und somit der Schatzer
zu bevorzugen ist, vorausgesetzt, diese Naherung ist brauchbar.

Tab. 9: Jeweils bester Frachtschatzer fiir C1 bis C7 mit den obigen
MSE-Vergleichswerten (Nenner der rechten Seiten)

F | bester 1 5 6 7
Schatzer s Z—gaé 070 1e0h + HoTog

C1 6 392 335 229 339
C2 5,(6) 100 109 123 108
C3 5 12,0 9,4 6,1 9,6
C4 7 63 99 189 96
C5 | Fs.(6) 168 85 9,2 92
C6 - 0,5 0,6 0.4 0,6
C7 6 47 44 40 44

Die Ergebnisse kénnen im Einzelnen wie folgt kommentiert und auch teilweise mit Hilfe der
Modelltheorie erklart werden:
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C1, F©: Im Zusammenhangsdiagramm der Grafik 6 ist die inverse Beziehung von C'1 und @
erkennbar (oog < 0), vgl. obige Eigenschaft (3), und Schatzer 6 hat den kleinsten Nennerwert.
AuBerdem ist Schatzer 6 erheblich besser als F'g und auch etwas besser als F);.

C2, F®): Schitzer 5 (und auch Schétzer 6) zeigen eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem
Schatzer Fy.

C3, F®): C3 ist mit Q deutlich negativ korreliert, vgl. obige Eigenschaft (2) und Schitzer 5
ist erheblich besser als F&s.

C4, F(: Schitzer 7 ist am besten, jedoch ist der Effizienzgewinn nicht so deutlich wie zuvor.

C5 und C6: Die Ganglinien weisen sehr viele Spitzen auf und sind wenig mit dem Abfluss @
intervall-korreliert. Das scheint der Grund dafiir zu sein, dass die modellbasierten Schatzer
ganz iiberwiegend (und teilweise deutlich) schlechter sind als der Stichproben-Schatzer Fj,
zumal bei C5 hinzukommt, dass dort ein groBerer Bereich (konstant) interpoliert ist.

C7, F©: Im Zusammenhangsdiagramm der Grafik 6 ist die inverse Beziehung von C'1 und @
erkennbar (ocg < 0), vgl. obige Eigenschaft (3), und Schatzer 6 hat den kleinsten Nennerwert.
AuBerdem ist Schatzer 6 erheblich besser als Fs und vergleichbar mit der Giite von F};.

Tab. 10: Intervall-Mittelwerte 1, -Varianzen ag(, -Kovarianzen ox¢g und

-Korrelationen pxg = 9XQ_ der MessgroBen C1 bis C7 und des Abflusses Q
oxX0Q

X Q 1 (2 C3 (4 s C6 Ccr

iy | 93,98 40,73 10,38 1,249 6,570 17,39 0,0504 4,901
o% | 9634 69,02 3,413 0,3017 36,09 650,8 0,00653 0,6718
oxqg | 9634 -564,5 85,07 -25,36 352,2 -803,0 0,8266 -33,01
pxq | 1,000 -0,692 0,469 -0,470 0,597 -0,321 0,104 -0,410

Tab. 11: Intervall-Mittelwerte -, -Varianzen 032/, -Kovarianzen oy g und

-Korrelationen py g = UUYOQ der Transporte T1 bis T7 und des Abflusses Q
YeQ

Y Q T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
ty | 93,98 3265 1060 92,06 968,7 833,1 5,564 427,6
o? 9,634 5869 1599 4,841 6500 549,7 0,095 169,3

1000
oyg | 9,634 229,3 123,4 6,097 189,0 9,218 0,411 39,81
1000
pyo | 1,000 0,964 0,994 0,893 0,755 0,127 0,429 0,986

Zusammenfassung |In fast allen Fillen ist ein geeigneter (Modell-)Schatzer mit Stetigkeits-
korrektur besser als der Stichprobenschatzer Fs und teilweise vergleichbar mit der Giite des
Mischprobenschatzers F),.
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4.2 Beispielrechnungen mit Datensatz 2

Im Anhang A4 sind unter den Grafiken 10.Nr die Jahres-Ganglinien folgender Messgrolen
(Tagesmittelwerte und in einem Fall Tagesmischproben) dargestellt, aufgelistet in Tabelle 12.

Tab. 12: MessgroRen (Tageswerte) nach Messstellen und Zeitraum

Nr. | MessgroRe Messstelle Zeitraum
00a | Q Bimmen, Rhein | 75 — 89
01 | CL Tagesmittelwerte 75 - 88
Ola | LF als Modell-EinflussgréBe 75 - 88
02 | O, 75 -89
02a | Temperatur TP als Modell-Einflussgrole 76 — 85
03 | CL Tagesmischproben 76 — 87
03a | CL Vergleich Tagesmischproben und -mittelwerte 76 — 87
04 | NOs 76 — 87
05 | NH4 76 — 87
06 | KMnQy4 76 — 87
07 | CSB 76 — 86
08 | BSB 76 — 84
09 | NO; 77 -84
00b | Q Mainz, Rhein 78 — 89
10 | CL 82 -89
10a | LF als Modell-EinflussgroRe 82 -89
11 | NO, 78 — 89
12 | POy 78 — 89
13 | O, 78 — 89
00c | Q Palzem, Mosel 76 — 90
14 | CL 76 - 90
15 | P 76 - 90
16 | NO3 76 — 90
17 | NO, 76 — 90
17a | NO, 84 - 90
18 | NH,4 76 — 90
18a | NH,4 84 - 90

Von sdmtlichen Datenreihen werden die Frachten nach den in Tabelle 8 aufgelisteten Stich-
proben-Schatzmethoden

F® und F(: basierend auf linearen Konzentrations-Abfluss-Modellen,

F®) und F©: basierend auf linearen Transport-Abfluss-Modellen
ermittelt und zwar fiir alle moglichen 14 systematischen Stichproben und mit dem Stichproben-
schitzer Fis und dem 14-Tages-Mischprobenschatzer Fy; verglichen. AuBerdem ist die Fracht
F', berechnet aus allen 364 Daten, und die Mischfracht M, als Produkt der Mittelwerte von
Konzentration und Abfluss, angegeben.
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Charakteristiken und Besonderheiten in den Kurvenverldufen, die fiir die Frachtberechnung
interessant sein kdnnten, sind nachstehend kommentiert:

Bimmen, Rhein

01 | CL Teilweise deutlicher Wochengang

Ola | LF Teilweise deutlicher Wochengang und gute Ubereinstimmung mit CL

02 | O Ein mehr oder weniger sichtbarer Jahresgang wird durch weitere Einfliisse

stark tberlagert.

02a | TP Die Temperatur zeigt einen deutlichen Jahresgang, iiberlagert duch gerin-

ge tempordare Einfliisse

03 | CL(M) Teilweise deutlicher Wochengang auch bei den Mischproben

03a | CL(M) Nebenresultat: Die Verlaufe von Tagesmischproben und Tagesmittelwer-

— CL  ten weisen durchaus Unterschiede auf. Bei Werten, die im wesentlichen
im Bereich 150 — 200 liegen (bei einer Spannweite von 50 — 400), tre-
ten Abweichungen um + 50 auf. Somit sind Abweichungen von 20% und
mehr keine Seltenheit und die Aussage deckt sich mit der aus der Lite-
ratur. Beim hier vorliegenden rein statistischen Fehlervergleich der Stich-
probenstrategie mit der Mischprobenstrategie ist dieser Aspekt zusatzlich
zu beriicksichtigen.

04 | NO3  Teilweise deutlicher Jahresgang

05 | NHs;  Insbesondere 1978, 1979 ausgepréagter Jahresgang

06 | KMnO4Hohe kurzfristige Dynamik um eine Konstante

07 | CSB  Hohe kurzfristige Dynamik um eine Konstante

08 | BSB  Hohe kurzfristige Dynamik, teilweise verbunden mit leichtem Jahresgang

09 | NO,  Hohe kurzfistige und mittelfristige Dynamik

Mainz, Rhein

10 | CL Deutlicher Wochengang

10a | LF Deutlicher Wochengang und gute Ubereinstimmung mit CL
11 | NO,  Teilweise deutlicher Jahresgang

12 | PO;  Hohe kurzfristige Dynamik

13 | O, Jahresgang erkennbar

Palzem, Mosel

14 | CL Kurz- bis mittelfristige Schwankungen
15 | P Kurz- bis mittelfristige Schwankungen
16 | NOs  Hohe kurz- bis mittelfristige Dynamik
17 | NO,  Kurz- bis mittelfristige Schwankungen

17a Ab 1984 deutlich kleinere Werte
18 | NH;  Kurz- bis mittelfristige Schwankungen
18a Ab 1984 deutlich kleinere Werte
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Die Ergebnisse, die im einzelnen den zugehorigen Grafiken 11 und 12 im Anhang 4 entnommen
werden kénnen, sind nachfolgend aufgelistet:

Bimmen, Rhein

01 [CL  F®, F® (und zum Teil F™) sind in den Jahren 1977, 1979, 1986 deut-
lich besser als Fis und vergleichbar mit F;. Ansonsten sind die Modell-
Schitzer dhnlich wie Fg. Durch das systematische 14-tdgige Abtasten
tibertragt sich der Wochengang auf die Schatzer.
O0la | CL: Die weitere ModelleinflussgroBe LF im linearen C-Q-Modell bringt eine
LF deutliche Verbesserung in fast allen Jahren gegeniiber FO bzw. F™ und
fuhrt zu teilweise besserer Giite als Fj,; (1981, 1983, 1984, 1986, 1987,
1988). Insbesondere verschwindet weitgehend die induzierte Periodik. We-
gen negativer CQ-Korrelation (intern und extern) ist F; groRer als F'.
02 | O FO ist durchgingig und F®, F( sind teilweise besser als Schitzer Fg,
der eine ausgepragte Periode hat, durch einen 1-2-Wochengang in den
Daten induziert. F; ist kaum verzerrt (Oy und Q fast unkorreliert).
02a | O, :  Die weitere EinflussgroBe Temperatur TP zur Erfassung der Jahresschwan-
TP kung bringt hier allenfalls 1980, 1982 eine Verbesserung, weil ansonsten
die Jahresschwankung in O, wenig ausgepragt und durch dominante Gro-
Ren iiberlagert ist. Fiir z. B. 1977, 1985 ist der erweiterte Mdellschatzer
viel schlechter als der einfache und unterstreicht die theoretisch abgeleitete
Aussage, dass ,,groRere” Modelle die Schatzgiite verschlechtern kdnnen.
03 | CL(M) Die Situation ist dhnlich wie in 01 CL.
04 |NO; F®, F®) ynd FD sind in fast allen Jahren praziser als Fs. F© ist
nur 1984 in vergleichbarer Giite wie die anderen Modell-Schatzer. F); ist
kaum verzerrt, da die Datenreihe mit () kaum korreliert ist.
05 | NH;  Die modellbasierten Schitzer zeigen keine Verbesserung gegeniiber F.
F©) st sogar durchgehend schlecht und deshalb in die Bilder nicht einge-
tragen, wieder ein Beleg dafiir, dass selbst eine Modellerweiterung um ein
Absolutglied (in den Transporten) die Schatzgiite verschlechtern kann.
06 | KMnO, In der Hilfte der Jahre sind F1), F®) und F( etwas besser als Fi, aber
mit deutlich hdherem MSE als Fy;. F© ist nur 1982, 1986 in vergleich-
barer Giite wie die anderen Modell-Schatzer.
07 | CSB ﬁ(l), FO) sind vergleichbar und nur 1977 deutlich besser als Fs, ansonsten
niitzt die Stetigkeitskorrektur nichts. F; ist gering verzerrt.
08 | BSB  Keine nennenswerte Verbesserung von Fs durch modellbasierte Schatzer
erkennbar. Auch hier ist F(©) schlecht und deshalb nicht eingetragen. F),
ist gering verzerrt.
09 | NO, Nur 1977 sind FD, F®) klar besser als Fg. F(© ist wiederum schlecht.
Fyr uberschatzt F', besonders in 1979, 1983, 1984. Der MSE ist dennoch
kleiner als bei den Stichprobenschatzern.
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Mainz, Rhein

10 | CL Alle Stichprobenschatzer zeigen kaum Unterschiede. Der deutliche Wo-
chengang in den Daten iibertragt sich konstruktionsgemal auf die Schat-
zer. Die Beriicksichtigung einer Wochenschwingung in den Modellen wére
hier sinnvoll (10a). Der MSE fiir F); ist deutlich kleiner als der von Fjs.
10a | CL:  Mit Beriicksichtigung der Leitfahigkeit LF als EinflussgroRe wird der
LF Schétzfehler (MSE) erheblich reduziert und ist dann vergleichbar mit Fj;.
11 | NO, In der Mehrzahl der Jahre sind F( (teilweise vergleichbar mit 13(7)) und
F©) besser als Fs. F© erweist sich auch hier schlechter als die iibrigen
Modell-Schatzer und zum Teil auch schlechter als Fig und ist daher nicht
eingetragen. F) ist kaum verzerrt.

12 | POy F©) ist deutlich schlechter als Fs und daher nicht beriicksichtigt. An-
sonsten sind die Schatzer vergleichbar mit Fg. F) ist leicht verzerrt, am
meisten in 1980.

13 | O Fir £, F® und teilweise F(7 ist die Schitzgiite deutlich besser als von
Fs und mit der Giite von F; vergleichbar (1978, 1981). F® ist auch hier
schlecht und weggelassen.

Palzem, Mosel

14 | CL In einigen Jahren (1977, 1981, 1985) ist FO, FO und zum Teil £
deutlich besser als Fs. Teilweise ist F); erheblich groRer als F' (1978,
1979, 1984, 1986, 1988, 1990), bedingt durch die hohe negative (interne)
Korrelation mit Q. F©® ist 1989, 1990 von allen Stichprobenschitzern am
besten, weil dort CL proportional zu 1/Q und daher das Absolutglied im
Transport-Modell sachlich gerechtfertigt ist.

15 | P In etwa der Halfte der Jahre (1976, 1978, 1979, 1981, 1987, 1988) sind
FO, F® (und zum Teil F(™) besser als Fg. F©® ist sehr schlecht und
deshalb nicht beriicksichtigt. F); ist nur gering verzerrt.

16 | NO; F®, F® (und zum Teil F() sind vergleichbar und in etwa der Hilfte der
Jahre (1977-1980, 1985-1990) deutlich besser als Fis und erreichen 1982
die Gite von Fy;. F©) ist sehr schlecht und deshalb nicht beriicksichtigt.
17 | NO,  Nur in wenigen Jahren (1977, 1979, 1982) sind FO F®) (und zum
Teil ]3(7)) besser als Fg. Ansonsten bringen die Modell-Schatzer keine
Verbesserung gegeniiber Fis. F); ist in einigen Zeitrdumen leicht verzerrt.
F©) ist auch hier sehr schlecht und deshalb nicht beriicksichtigt.

18 | NHs;  Nurin 1978 bringen FO FG) eine klare Verbesserung von Fs und anson-
sten (wie auch ﬁ(7)) eher noch eine Verschlechterung. F); {iberschatzt
teilweise I deutlich (1988, 1990) und wird nur dort in etwa vergleichbar
mit Fg. F© ist auch hier sehr schlecht und deshalb nicht beriicksichtigt.
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4.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Im Kapitel 3 wurden die modellbasierten Frachtschétzer (lineare Transport- und lineare Konzen-
trations-Modelle) und ihre Eigenschaften theoretisch diskutiert. Ein bemerkenswertes Resultat
war, dass in einem theoretischen linearen Konzentrations-Modell neben der AbflussgroRe @
weitere EinflussgroBen nicht bendtigt werden (auch nicht 1/Q, Q?, usw.), weil ihr Frachtbeitrag
Null ist. Bereits bei der Diskussion der Verzerrung des Mischprobenschatzers F; beziiglich der
Fracht F’ zeigte sich, dass hierbei auch nur der lineare Zusammenhang zwischen Konzentration
C und Abfluss @ relevant ist. Andere Zusammenhinge spielten dabei ebenfalls keine Rolle.
Im analogen empirischen Modell fiihrten die EinflussgroRen zu ,Stetigkeitskorrekturen™ im
einfachen Stichprobenschatzer Fs, und zwar iiber den Vergleich von den theoretischen und
den auf der Stichprobe basierenden Intervall-Mittelwerten, -Varianzen und -Kovarianzen.

Die Theorie zeigte auch, dass zwar die Modelle bei Hinzunahme weiterer EinflussgroRen die
Konzentrationsdaten empirisch besser anpassen, jedoch unter mathematisch-statistischen Ge-
sichtspunkten der mittlere quadratische Fehler (MSE) schlechter werden kann. Deshalb sollte
wsparsam” (bzw. sorgsam) mit der Wahl der EinflussgroBen umgegangen werden (Parsimoni-
tatsprinzip). Es ist besser, nur die wesentlichen EinflussgréRen im Modell zu beriicksichtigen,
als viele unwichtige hinzuzunehmen. Damit wiirde zwar die Varianz der RestgroRe leicht ver-
ringert, die Schatzunsicherheiten in den Koeffizienten und damit in der Frachtschatzung waren
hingegen deutlich hoher.

Die empirischen Untersuchungen sollten Hinweise geben, in welcher Situation welcher Schatzer
am besten ist oder anders gesagt, wann ein Schatzer schlecht abschneidet. In die Untersuchun-
gen wurden die Schatzer

F® ynd FD: Konzentrations-Abfluss-Modelle3
F® und F©: Transport-Abfluss-Modelle

einbezogen. In den Schéatzern FO ynd F® erfolgt eine Stetigkeitskorrektur nur iiber den
Vergleich vom Stichprobenmittelwert @ mit dem theoretischen Intervall-Mittelwert 1. In
den Schitzern F®) und F(™ werden zusitzlich Vergleiche von theoretischen und empirischen
Intervall-Varianzen und -Kovarianzen herangezogen.

Der Schitzer F'® basiert auf einem linearen inhomogenen Transport-Abfluss-Modell, also auf
T(t) =a+ Q(t)3 + U(t), was im analogen Konzentrations-Modell zur EinflussgroRe 1/Q(t)
fihrt, d.h. C sollte in diesem Falle im wesentlichen umgekehrt proportionl zu @ sein.

Die empirischen Untersuchungen bestatigen die folgenden Aussagen:

e Der Schitzer F©® ist nur dann empfehlenswert, wenn die Konzentration C' ganz deutlich
umgekehrt proportional zum Abfluss @ ist. Beispiele sind C1 und C7 aus Datensatz 1
und 14 CL aus Datensatz 2. Andernfalls kann dieser Schatzer sehr schlechte Ergebnisse
liefern.

3Der Schitzer 1 kann als Momentenschitzer in einem solchen Modell angesehen werden.

41



e Fast immer besser als der einfache Stichprobenschatzer Fy ist ein geeigneter modellba-
sierter und damit Fg—stetigkeitskorrigierender Schéatzer.

e Die Hinzunahme weiterer nicht wesentlicher EinflussgroRen verschlechtert teilweise er-
heblich die Giite der Modell-Frachtschatzer. Nur sachlich begriindete EinflussgroBen, die
meist auch die Zeit ¢ explizit enthalten, wie etwa dhnlich verlaufende Messreihen oder
sinus-cosinus-Funktionen zur Erfassung periodischer Einfliisse sind geeignet. Modelle, die
sich lediglich an einer , guten” Datenanpassung der Konzentrationswerte vermoge einer
mehrparametrigen Funktion f(Q, 3) (oft in Verbindung mit der e-Funktion) orientieren,
sind mit Vorsicht zu beurteilen.

e Eine einfache Korrektur, additiv wie in ') der multiplikativ wie in F® fiihrt oft zu
besseren Ergebnissen. Weitere Korrekturen durch Vergleiche von Intervall-Varianz und
_Kovarianz wie in F™ sind dann angebracht, wenn die Konzentrationsganglinie nicht
zu viele extreme Spitzen aufweist, die dann in den Varianz- und Kovarianztermen zu
Uberkorrekturen fiihren, vgl. dazu die Beispiele aus Datensatz 2.

e Mischprobenschatzer sind, rein mathematisch-statistisch gesehen, immer dann gut, wenn
die interne Kovarianz von C' und @ klein ist. In diesem Fall fallt die Verzerrung (hier
gleichbedeutend mit dem MSE) gering aus. In sehr vielen Beispielen aus dem Datensatz
2 ist das zutreffend. In einigen Situationen verbessert ein modellbasierter Schatzer den

Stichprobenschitzer Fg, so dass die statistische Giite von F); erreicht wird, vgl. z. B.
13 02 und 16 NO3
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Anhang

A1l Frachtberechnung bei Stunden- und Tagesmittelwerten mit Datensatz 1 aus
Kapitel 4 zu Abschnitt 2.2.3 Beispielrechnungen

Grafiken 1:

Originaldaten der stiindlichen Messungen (Stundenmittelwerten) von Abfluss @
und Konzentrationen C1 bis C7 (unruhige Kurven), verglichen mit den Verldufen
der Tagesmittelwerte (fehlende Werte in den gekennzeichneten Bereichen sind
linear interpoliert)

Grafiken 2:

Ganglinien der Tagesfrachten (oben) und Tagesmischprobenfrachten (unten) der
Stoffe C'1 bis C7
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Grafik 2.1: C1 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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C2

C2

Grafik 2.2: C2 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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C3

C3

Grafik 2.3: C3 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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c4

Grafik 2.4: C4 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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C5

C5

Grafik 2.5: C5 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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C6

C6

Grafik 2.6: C6 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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C7

C7

Grafik 2.7: C7 Tagesfrachten (oben), Tagesmischprobenfrachten (unten)
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A2 Frachtberechnung bei mehrwochentlicher Misch- und Stichprobenstrategie mit
Datensatz 1 aus Kapitel 4 zu Abschnitt 2.3.1 Beispielrechnungen

Grafiken 3:

Frachtschatzer F); nach 28-tdgiger Mischprobenstrategie, alle 28 Schatzwerte Fig
und Fég) nach der systematischen Stichprobenstrategie und die Mischprobenfracht
M im Vergleich mit der Fracht F.
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Grafiken 4:

Frachtschatzer F); nach 14-tdgiger Mischprobenstrategie, alle 14 Schatzwerte Fg
und Fég) nach der systematischen Stichprobenstrategie und die Mischprobenfracht

M im Vergleich mit der Fracht F.
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Grafiken 5:

Frachtschatzer F); nach 7-tdgiger Mischprobenstrategie, alle 7 Schatzwerte Fj
und Fég) nach der systematischen Stichprobenstrategie und die Mischprobenfracht
M im Vergleich mit der Fracht F.
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A3 Datensatz 1 zum Frachtberechnungsvergleich

Grafiken 6:

Zusammenhangsdiagramme der Konzentrationen C' (1 bis 7) mit dem Abfluss @,
Intervall-Mittelwerte und Intervall-(Ko-)Variationskoeffizienten sowie die theore-
tisch frachtaquivalenten Konzentrationen C' = ji + (Q—pg)3 mit 3 = ?—QQ.
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Grafiken 7:

Zusammenhangsdiagramme der Transporte T (1 bis 7) mit dem Abfluss @, Inter-
vall-Mittelwerte und Intervall-(Ko-)Variationskoeffizienten sowie die theoretisch
frachtiquivalenten Transporte 7' = Q3 mit 3 = Z—g.
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Grafiken 8:

Fracht F', Frachtschatzung F); nach der Mischprobenstrategie, Mischprobenfracht
M und alle 14 Frachtschdtzer Fs wie in Grafiken 4 nach der systematischen Stich-
probe sowie die stetigkeitskorrigierten Schitzer F(, F(7) [(7a)
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Grafiken 9:

Fracht F', Frachtschatzung F); nach der Mischprobenstrategie, Mischprobenfracht
M und alle 14 Frachtschdtzer Fs wie in Grafiken 4 nach der systematischen Stich-
probe sowie die stetigkeitskorrigierten Schitzer F©), F(6)  [(6a)
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A4 Datensatz 2 zum Frachtberechnungsvergleich

Grafiken 10: Abfluss- und Konzentrationsganglinien

Nr. | MessgroRe Messstelle Zeitraum
00a | Q Bimmen, Rhein | 75 — 89
01 | CL Tagesmittelwerte 75 - 88
Ola | LF als Modell-EinflussgréBe 75 - 88
02 | O, 75 -89
02a | Temperatur TP als Modell-EinflussgroRe 76 — 85
03 | CL Tagesmischproben 76 — 87
03a | CL Vergleich Tagesmischproben und -mittelwerte 76 — 87
04 | NO3 76 — 87
05 | NH, 76 — 87
06 | KMnOy, 76 — 87
07 | CSB 76 — 86
08 | BSB 76 — 84
09 | NO, 77 — 84
00b | Q Mainz, Rhein 78 — 89
10 | CL 82 -89
10a | LF als Modell-EinflussgroRe 82 -89
11 | NO, 78 — 89
12 | PO, 78 — 89
13 | O, 78 — 89
00c | Q Palzem, Mosel 76 — 90
14 | CL 76 — 90
15 | P 76 — 90
16 | NOs 76 - 90
17 | NO, 76 — 90
17a | NO, 84 - 90
18 | NH, 76 - 90
18a | NH,4 84 - 90

Grafiken 11: Alle 14 moglichen Werte der Frachtschatzer F, ﬁ(l), F) aufgrund
der 14-tagigen systematischen Stichprobe im Vergleich zu F', F), (14-tagig), M

F — Fy---- M. Fs— FO.___ FM....

Grafiken 12:

Alle 14 moglichen Werte der Frachtschatzer Fg, F6) [ aufgrund der systema-
tischen Stichprobe im Vergleich zu F', F), (14-tagig), M

F — Fy---—- M ... Fs—  FOG____ F®) ..



Grafik 10.00a: Q Bimmen, Rhein
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Grafik 10.01: CL Tagesmittelwerte Bimmen, Rhein
(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.01a: LF als Modell-EinflussgroRe fiir CL Bimmen, Rhein
(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.02: O, Bimmen, Rhein
(mit leichter Jahresschwingung)
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Grafik 10.02a: Temperatur T als Modell-EinflussgréRe fiir O, Bimmen, Rhein
(mit deutlicher Jahresschwingung)
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Grafik 10.03: CL Tagesmischproben Bimmen, Rhein
(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.03a: CL Vergleich Tagesmischproben und -mittelwerte Bimmen, Rhein

(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.03b: CL Differenz Tagesmischproben und -mittelwerte Bimmen, Rhein
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Grafik 10.04: NO3; Bimmen, Rhein
(teilweise mit deutlicher Jahresschwingung)
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Grafik 10.05: NH4 Bimmen, Rhein

1976

1978

1980

1982

1984

1986

76

1977

1979

1981

1983

1985

1987




Grafik 10.06: KMnQO, Bimmen, Rhein
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Grafik 10.07: CSB Bimmen, Rhein
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Grafik 10.08: BSB Bimmen, Rhein
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Grafik 10.09: NO, Bimmen, Rhein
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Grafik 10.00b: Q Mainz, Rhein
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Grafik 10.10: CL Mainz, Rhein
(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.10a: LF als Modell-EinflussgroRe fiir CL Mainz, Rhein
(mit deutlicher Wochenschwingung)
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Grafik 10.11: NO, Mainz, Rhein
(mit erkennbarer Jahresschwingung)

T N

1978

1980

1982

1984

1986

1988

84

1979

Vs

1981

1983

1985

1987

1989




Grafik 10.12: PO, Mainz, Rhein
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Grafik 10.13: O, Mainz, Rhein
(mit leichter Jahresschwingung)
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Grafik 10.00c: Q Palzem, Mosel
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Grafik 10.14: CL Palzem, Mosel
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Grafik 10.15; P Palzem, Mosel
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Grafik 10.16: NO3 Palzem, Mosel
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Grafik 10.17: NO, Palzem, Mosel
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Grafik 10.17a: NO, 84 — 90 Palzem, Mosel
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Grafik 10.18: NH4 Palzem, Mosel
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Grafik 10.18a: NH4 84 — 90 Palzem, Mosel
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Grafik 11.01: CL Tagesmittelwerte Bimmen, Rhein
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Grafik 11.01a: CL mit LF als EinflussgroRe, Bimmen, Rhein
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Grafik 11.02: O, Bimmen, Rhein
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Grafik 11.02a: O, mit Temperatur TP als EinflussgroRe, Bimmen, Rhein
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Grafik 11.03: CL Tagesmischproben Bimmen, Rhein
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Grafik 11.04: NO3; Bimmen, Rhein
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Grafik 11.05: NH4 Bimmen, Rhein
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Grafik 11.06: KMnQO, Bimmen, Rhein
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Grafik 11.07: CSB Bimmen, Rhein
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Grafik 11.08: BSB Bimmen, Rhein
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Grafik 11.09: NO, Bimmen, Rhein
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Grafik 11.10;: CL Mainz, Rhein
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Grafik 11.10a: CL mit LF als EinflussgroRe, Mainz, Rhein
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Grafik 11.11: NO, Mainz, Rhein
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Grafik 11.12: PO, Mainz, Rhein
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Grafik 11.13;: O, Mainz, Rhein
F— Fy---- M.... Fs—  FO____ FM....
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Grafik 11.14: CL Palzem, Mosel
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Grafik 11.15; P Palzem, Mosel
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Grafik 11.16: NO3 Palzem, Mosel
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Grafik 11.17: NO, Palzem, Mosel
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Grafik 11.18: NH,4 Palzem, Mosel
F— Fy---- M.... Fs—  FO____ FM....

115



Grafik 12.01: CL Tagesmittelwerte Bimmen, Rhein
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Grafik 12.02: O, Bimmen, Rhein
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Grafik 12.03: CL Tagesmischproben Bimmen, Rhein
F — Fy---- M........ Fg—  FOGL___ F@€) ...

118



Grafik 12.04: NO3; Bimmen, Rhein
F — Fy---- M........ Fg—  FOGL___ F@€) ...

119



Grafik 12.05: NH4 Bimmen, Rhein
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Grafik 12.06: KMnQO, Bimmen, Rhein
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Grafik 12.07: CSB Bimmen, Rhein
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Grafik 12.08: BSB Bimmen, Rhein
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Grafik 12.09: NO, Bimmen, Rhein
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Grafik 12.10: CL Mainz, Rhein
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Grafik 12.11: NO, Mainz, Rhein
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Grafik 12.12: PO, Mainz, Rhein
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Grafik 12.13: O, Mainz, Rhein
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Grafik 12.14: CL Palzem, Mosel
F — Fy---- M........ Fg—  FOGL___ F@€) ...

129



Grafik 12.15; P Palzem, Mosel
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Grafik 12.16: NO3 Palzem, Mosel
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Grafik 12.17: NO, Palzem, Mosel
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Grafik 12.18: NH,4 Palzem, Mosel
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A5 Theorie zum empirischen inhomogenen Transport-Modell

Zustand .
Tt)=a+yt)B+V(E) mit puy=0 & ur=a+wuB

= pr+ (y(t) — ) B+ V(1)
Varianz o, = 0} + 3'%,,8 — 20,8 = 07 — B'%,,8 ist minimal, wenn ¥, 8 =

Beobachtung t = t4,...,1,
T=1la+YB+v mit V=0 T=a+7yp

=1T+ (Y- 1¥)B + v,

)

Schitzung: s3, = s3 + 3'S,,3 — 28,73 ist minimal fiir & =T — gB, = S;ylsyT
T) =a+yt)B=T+@wt) —g)B mit T=T, V({t):=T —T(t)
pp = a+wB=T—(y—p,) B
T=1a+YB=1T+(Y-19)8, 5=T-T,
Varianzen und Kovarianzen
—~/ o~ o~
Som = Spp — 3% =0, da s% =0 Syyﬁ = s;Tﬁ = S 32T = Szf + s%, s%/ = Spp-
Aufteilung
vy = () w). B=(5)
2
SyyB =Syr < (Sylyl Sy1y2> ( ) = ( le) Sylylél + Sy1y2’62_
Syzyl Y242 sz Syleﬁl + y2y262 =Sy,
B(l) s.u. §1 S.u.
'81 = y1y1 Sy — y1y1 y1y2 162
\(Syzyz Syzylsylyl Sy1y2> '32 NG Sy2ylsy1y1 T
5525;2,5 u. 562\7(‘1,) S.u.
Varianzzerlegung
S%“ - S;T'B y1T'BI + Ssz'BZ y1TSy_1§J1 y1T +( sz Sy2y15y_11/1 Sy1T/)/132
= Sgu SV S3) SU- Sayy U
2 2 2 2 2 _ 2 2 I3 — &2
Sp = 87— 53 = Sp — 57, —53 < 52 Sy, da 862‘/1,82 S5 su.
s%/ S.u.

1

Teilmodell fiir 7" beziiglich y,
T(t) =a+y(t)B+Vi(t) mit =0 & pr=a+pu B
= b+ (Y. (t) — p,,) By + Va(t)
T=1la+Y.B8,+v; mit V=0 T=a+y,6
AT+ (V- 158, +vn und a0 =T g8, B =515,
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f(l)(t>5 a® + vy, (t )51 =T+ (y,(t) — )517 T =T, Vi(t):=T(t) — f(l)(t)

~ = ~(1)
Hpay = al) + H;151 =T—(y, — Myl)/:61
)81

~(1 ~(1 — ~
T =180 4 vig = 1T + (v — 13 o T—T(l)
Sy ~(1)
Sf/lf( 1) = Sppoy T =0, da SA =B Sy1y1'61 - leﬁl = Sppa)
_ 2 __
ST = Sk TS5, S5, = S

Untermodell fiir y, beziiglich y,
Yo(t) = o' +y (1) Bi+v2(t) mit p, =0 & py, =o' +py B
= My, + (Y, (t) — ) By + vaft)
Y, =1 +Yi1Bi+Vy, mit v,=0 & 7, :o/+y’131
= 1y/2 + (le - 1§/1>Bl + Vs und o' = yl2 - yllél ’ Sy1y1Sy1y2
~ ~ fay — _ oy =</ _ ~ ~
Yp(t) = +y (1) Bi =5+ (y1(t) —91)'B1. Yy =Y, 02(t) :=ys(t) — yo(t)
IJ’{,b =a + [J/;lBl = §/2 — (yl — [J,yl)/Bl
Y, = 18 + V1B, = 1y, + (Y — 171)§1, Vo=Y,-Y,

Stts = i — Voo = Vs daSAA—B’S Bi=S, Bi=S5_=38

V22 Y212 Yy1y1 Yy2y1 Y22 Yoy2

Sy = Sao + 55 Sez =S

Y2y2 Yoo Vo V22 Yoo

Modell der Reste aus Teil- und Untermodell
Vi(t) = Da(t)'B, + Via(t) mit fy, =0 & g = ps,B:(= 0 erfiillt, s.0.)
B = VaBy+ v mit Vio=0 < V; =0,8,(=0 erfiillt, s.0.)

/\( ~
/82 = sz}()Q U2V1 ﬁ27
Sso =98 B'S Bl S, =S, S-S

Voo Yay2 Y1y1 Yay2 y2y1 P y1y1 P12
85,0, = ST T SpTw — Spr T Syt = Sy2y15y1y1 nT
~—— N~

EiSylylaﬁl) :Bisle Sy2y1/§§1)
(1)
Y

Vilt) = 00(t)By =T(t) = TO(t), D =VafBy=T T

da
~ _ o~ = _ s S ~1) =5
T(t) =T+ (y(t) —g/B =T+ (y,(t) = 5,)'B1 + (yo(t) = G)'Bs, By =By — BB,
= T(l)(t) + ((y2(t) —Y,) — (y,(t) — yl)/Bl ),32 = T(1)<t) + (yo(t) — Ya(t)) By
~ 2 N 4 —
= TW(t) + Vi(t) (T2(6)—72)’ a2(t)
und es gilt
SZQZAQZSQ—SAQIQ
1 \a%! TV, TV, v,
~(1)
da ST(l)f/l =B Sy1v262 = 0 wegen Sylvz - Sy1y2 - Sylyz Sy1y2 Syllel = 0.
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A6 Beste lineare unverzerrte Prognosen

Im linearen Prognosemodell

y=XB+u E(u) =0, E(w/')= %, =%V,
mit E(uou') =%
Yo = Xof + ug E(up) =0, E(uyuy) =% = 0%V},

o*W

Yoy —

YoYo

mit nichtstochastischen Regressoren ist der beste (in y) lineare unverzerrte Schatzer fiir yo
(nicht beobachtbar) gegeben durch

—1
o 0 X' 0} _ ) (") =B
Yo = (Xo Zyoy) <X Eyy) (y> = (A B) (y) = By

| _ 0 ox\ BX = X,
mit (A B) (X o ) = (Xo Eyoy)a d.h. AXY 4 EZyy -5,

vy

— (X0 Syy) (g) = XoB + 5,7

(3O

und .

0 X'\ —F1  prlxiy-t : o1

— vy F=XY'X
<X zyy) <2y‘y1XF‘1 M ) mit w X
—1 -1 -1 —1
M=y -S XF'X'S ! MS,M=M,

sowie

B=%,,5,) —AX'S |, A= (2,5 X — Xo)(X'S,) X)),

B=(X'S,,/X)'X'S 1y, 7=3%,(y—X0),
also

Yo = Xo(X'S, X)'X'S ly + 5, , My

mit der Fehlerkovarianzmatrix

Py, =E((@o — )@ — w)'), E() = BE(y) = BX5 = Xo3 = E(y)

~ ~\ [/ X!
- Eyoyo + E{U\QZ/J\O - E@\Oyo - Zyoyo = Eyoyo - Bzyyo - AXé - Eyoyo - (A B) <E/ 0 )
N—— Yoy
BYyy B'=(Sy,y—AX")B'=%y , B'=AX],
—1
0 X X/
=%, — (X, % ( ) ( 0 )
YoYo ( yoy) X Zyy Z{yoy
_ —1 —1 —1 —1 —1
= Zyoyo + X F ' Xy — X F X’Eyy E;Oy — ZyOyZyy XF'X]
1w/ —1 —1 yv/y—1vv
—Eyoyﬁyy Eyoy + Zyoyzyy XF X Zyy Eyoy
= (Xo = By Xy X)FH(Xo = By Xy X) 4 By = Ly By 2y
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Spezialfille

(1) uo =0, also Xy, =0, ¥y, =0, yo = Xoff = po

~ (X O) 0 X/ 0 — X (XIE—IX)—lX/E—l
luo_ 0 X Eyy y - 0 Yy yyy

—1
0 X' ) 1y -1
Py =S5, = —(Xo 0) (X zyy) ( 00> = Xo(X'%,, X)X

(2)uo =0, Xo =X, also ¥, , =0,%,,=0y=XB=pu

1
!/
i=(X 0) <)0( ;;;) (2) = XX X)Xy

N\ L /
Pon =S = —(X 0) ()0( ;iy) (7)) = X507,

(3)up=0, Xo=1, also ¥, , =0,%,,=0y=7

-1
i~ 0 X' 0 —1yv\—1 1
=0 (5 X)) = ermo ey

-1
0 X’ I _ _
Pa=ra= -0 0 (§ ) (D)= oomin

Im empirischen Fall ergibt sich B durch Minimierung von u'V~u. Durch die Hinzunahme
weiterer Regressoren kann u/V ~!u nicht gréRer werden, siehe auch Anhang Ab.

Die Frage ist, ob im nichtempirischen (stochastischen) Fall weitere Variable auch die Prognose
nicht verschlechtern oder ob mit weniger EinflussgroRen sogar bessere Ergebnisse erreicht
werden konnen. Zur Beantwortung dieser Frage sei

X:(Xz X1)7 XO:(X02 XOl)’ 6:(%)

und zu vergleichen ist das obige Modell mit dem , Teil-Modell”

vy =X107 +u* E(u*) =0, E(u*u) =3 = 0*2V*,
' mit o , E(ugu™) = Sy = oW
yo=XorB +ug E(ug) =0, E(ugug’) =Xy = 0V,

Die Beobachtungen von y und y* sind dieselben, méglicherweise jedoch nicht die zugrunde lie-
genden Zufallsvariablen (d.h. ihre Kovarianzmatrizen). Insbesondere werden i.a. die Varianzen
von u* bzw. uf groRer sein als die von u bzw. u,. Es gilt

-1
P 0 X 0
Yo = (XOI Eygy*) (Xl Ey*ly*) <y*>’

o x;\ /X
Py = Sygus — (Xon Eyé‘y*)<X1 Ey*z*) <2;;>
(0]
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Die Prognose im Gesamt-Modell

0[o x\ (o
?70: (X02|X01 Eyoy) 0 0 X{ 0
Xo | Xy 2y )

im Vergleich mit

—1
A~ 0 X! 0
Yo = (X01 Eyéy*) (X1 Zy*ly*) <y*>

erfolgt durch Betrachtung von

—1
00 X} X/,
pyo'y\o = Eyoyo - (X02 ‘ XO]. Eyoy) 0 0 X{ X(I]l
X, | X, 2, Sy
-1
0 X! X!
Pysgs = Sysus — (X0 Eyéy*)(xl zyfy*) (2;0;)
0
Nun ist
oo x5\
00 X =
X2 Xl Eyy
—1
!
-F? FO )y 5
_ 1 vy

- < 0 X{>1< 0 )F,l < 0 X{)l_ ( 0 X{)l( 0 )F—l(o X,)< 0 X{)l
1 1
Xl Eyy X2 Xl Zyy Xl Zyy X2 2 Xl Zyy

mit .
0 X! 0
im0 (§ ) ()~
My =% —S X (X132 X)) ' X{8, |, M, M, =M,
und es folgt
-1
o 0 X! (0)
yO_(XOI Eyoy) (Xl Zyy) y/_’_
y@
—1 -1
0 X 0 1 0 X 0
+(Xe = (X ® ( 1><)>F OX’( 1)()
02 \( 01 yoy) Xl Eyy XQ/ 1 \( 2) Xl Eyy y

v Vv
£ X3 My

1 o1 _
:?/fo "t (Xo2 — X((]Q)) (X5M, X)) lXéMl?J/

N

é
?/fol) :Xo1(X{E;y1X1)_1XiE;yly + 2y My = Yo unter 3, =0,

(1 — — _
Xé2) = XOl (Xizyy1X1> lXiEyy1X2 + ZyoyM1X2 )
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da

b, 0o X\ (o
B l=| o]0 Xx 0
ol Xo | X1 Xy Yy

-1
_ 0 X/ 0 —
2 =F] 1(0 Xﬁ) <X1 Zyly) (y> = (X§M1X2) 1X§M1?J

~ —1 —1

Biy_( 0 Xi 0y (0 X 0\

(a) X, %, (y) X, %, (X2>62

1= (X§M1X2)_1X{E;yl(y = XoBa), 7= M(y— Xaf).

Ferner ist

-1

- 0 X X!

By, = Zyoy, T X021 X2 — (Xol 2yoy> (X1 by 1 ) ( "
vy

-1
- 0 Xi X
— Xy FTH(0 X3) <X1 Zyly) <2/01> — (X Eyoy)( 1
Yoy

0
X
—1 -1
0 Xj 0 -1 0 Xj X
s (3 50) G (3 5)) (5h)

-1
0 X! X!
s (8 85) G8)

(&

~
P (1)_(1) bez. yy unter B2 =0
Yo Yo

-1 -1
0 X1\ [0\ 0% (0
() (2 3 ) () (8 56) ()

J/

~(1 S(1
X(<)2) X(()2)

(1 — (1
= P + (Xop = Xop ) (X3 M, X0) ™ (Xgy — X))
Daher gilt

(1 — (1
Pog, = Pz = Poogoo = Prsas + (Xog = X0 )(X3M,X5) ™ (Xop — X5)'

Yo

Folgerung

Tragen die Variablen in X5 nicht wesentlich zur Erklarung von yo bei, d. h. verringern sich
kaum die Varianzen, gilt also

)y

vovo N Syiyts  Sygy N Lyzye  und damit Ppege & Pﬂél)g(()l),

dann ist
Py, — Posge = (Xog — X ) (XM X,) 71 (Xg, — X&) nichtnegativ definit
und die Schatzung im kleinen Modell ist besser als im groen (Parsimonitatsprinzip).
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Beispiel (Schatzung fiir p = X bzw. p* = X, 57)
Das Gesamt-Modell
y=X0+u=X10 + X0 +u mit E(u) =0, E(uv') =3, = oV
im Vergleich mit dem Teil-Modell
y* = X187 +u* mit E(u*) =0, E(u*u") = Syepr = 0**V*
ergibt fir die (Fehler-)Kovarianzmatrizen Py = Y55 bzw. Pyepe = Xgep+ von
n=X(X'S, X)"'X'S,y bzw. 1" =X, (X]5,. X)) XDy
=i + (X, = XXM, X,) XMy, My =B, - 50X (X8, X)) XS,
mit
ﬁ(l) = Xl(X12;;X1)_1XiEy_;?J und )?él) = Xl(Xiz;lel)_lXiz:y_leQ )

vgl. Zerlegung von y,, den Zusammenhang

Sin — S = Spwam — Spee + (X, — X)) (XM, X,) (X, — XY,
wobei
Sawam = X (X130 X)TX], und Spgpe = X (X80 X) X
Damit folgt

Yan — Lpeqpe :XI(X{E;lel)_lXi - X1(X{E;*1y*X1)_1X{ +
+EyyM1X2(X£M1X2)_1X§M1Eyy-

Werden die Varianzen von y* im Teil-Modell nicht wesentlich groRer als von y im Gesamt-

Modell, dann liefert das Teil-Modell bessere Schatzungen fiir den Mittelwert. Bei gegebenen

Kovarianzmatrizen V und V* gilt fiir die erwartungstreuen Schitzungen von o2 bzw. o*2

~ 1 -1~ ~ ~ _
5" = n— ku’V W, i=y-ji= SyyMy = By Myy — By My X5 (X5 M, X5) LXo My

~ 1 < ]~
0_*2 — u*lv* 1'U,*
n — kl

a* — y* o ﬁ* — Ey*y*Mly*

)

und unter Beachtung von M, M = M, M¥,,M; = M; und Ausmultiplikation bei Zusam-
menfassung der letzten drei Terme ergibt sich

uvVTtu= 02y’My = UQZ//Ml?J - 02y’M1X2(X§M1X2)_1X§M1y
arveigr :a*Zy*/Ml* M| = Z;}y* — Zyily*Xl (X{E;}y*Xl)*lX{E;}y*.

Die erste Gleichung zeigt, dass die empirische gewichtete Restquadratsumme, gegeben durch
aW'V—1aW = o2y M,y mit 1Y =y — M, nicht groRer werden kann, wenn in einem Modell
weitere EinflussgroRen hinzukommen.

140



Speziell fiir V = V* gilt
Yap — Lpepr = (02 =o)X ( XV IX )X 4 0?V M, X, (XM, X,) P XM,V
mit — _ o~ —
M, =0’M, =V ' -V IX/(X;VIX)' XV MVM, =M,
M=c*M=V"-V XXV 'X)'X'V', MVM =M.
Beziiglich der gewichteten Spur-Norm ergibt sich
) =
= (0" =0 sp(V 2N, (X]V LX) TIXGVR) o sp(V 3 M, X (XM, X,) XM, V)

sp(lky )=k1 5P (k) =k

1

_1 _
sp(V™2 (Xap — Epepe)V 2

=ko?—ko*,
wenn X7 eine n X ki Matrix und X, eine n X ko Matrix sowie k = ki + ko ist. Damit gilt

sp(V "3 (Spp — S )V 3) 20 & ko® — ko >0 baw. 0™ < 2o® = (14 %)02,

Ky

2 2

Ist also die Varianz 0** im kleinen Modell gegeniiber der Varianz o® im grolen Modell nicht

wesentlich hoher, dann liefert das kleine Modell eine bessere Schatzung fiir den Mittelwert.

Werden fiir die Varianzen beispielsweise die erwartungstreuen Schatzwerte eingesetzt, so gilt
bei gleicher Beobachtung y = y*

ko? — ky 6% :y’]T/fy< ko _ K yﬂﬁy) >0
n—=k n—kq yMy /
—
Q>1
genau dann, wenn
k(’I’L— kil) k‘g n
<tz h) gk
e N Ty s Bl gy
und der Quotient . . N
Q=1+ y' M, Xy (X5M, Xo) P Xo My

ylwly
ist nahe bei 1 und erfiillt somit die Ungleichung, wenn die weiteren Variablen in X5 keinen
bedeutenden zusitzlichen Beitrag zur Erklarung von y liefern.

Zusammenfassung

Obwohl empirisch die Restquadratsumme mit weiteren EinflussgroRen nicht gréBer werden
kann, ist im Sinne der statistischen Modelltheorie von der Verwendung unbedeutender Ein-
flussgroBen abzuraten. Wenige wesentliche EinflussgroRen fiihren in der Regel zu besseren
Prognosen 7. Die Fehler in kleinen effizienten Modellen sind im Allgemeinen geringer als bei
groBen, ebenfalls nicht exakten Modellen.

Ahnliche Aussagen gelten, wenn im Gesamt-Modell die verzerrte Prognose 7 oder im Teilm-
odell die verzerrte Prognose 7, verwendet wird. Sobald unwesentliche EinflussgroBen in das
Modell hinzugenommen werden, die die Varianzen kaum reduzieren, verschlechtert sich die
Prognosegiite.
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