Simulation und Prognose FT 2010

Aufgaben zur Kreuzvalidierung

e Wiederholen Sie die Modellselektion aus dem Beispiel mit leave-one-out
Kreuzvalidierung!

e Uberlegen Sie hierzu, wie systematisch die nétigen Trainings- und Test-
datensatze erzeugt werden konnen.

e Fiir jede Aufteilung muss das Modell neu geschatzt werden und fiir den
jeweils ausgelassenen Punkt eine Prognose erstellt werden.

e SchlieBlich miissen die so gewonnenen Prognosefehler gemittelt werden.

e Losung hier.
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Modellselektion mittels leave-one-out CV und
Prognosefehler

prognosefehler <- rep(NA, length(xdata))
for (leftout in 1:length(xdata))

{

training <- seq(l,length(xdata)) [-leftout]

x <- xdataltraining]

y <- ydataltraining]

test <- leftout

prognosefehler[leftout] <-

(predict(Im(y ~ x), data.frame(x=xdatal[test])) -
ydata[test]) "2

+

cat ("Mittlerer quadratischer Prognosefehler",
mean (prognosefehler))

Dr. D. Steuer, Tel. 2819 284



Simulation und Prognose

FT 2010

## linear 1m(y ~ x)

Mittlerer quadratischer Prognosefehler 7.454557
### quadratisch 1m(y ~ x + I(x72))

Mittlerer quadratischer Prognosefehler 6.947941
### kubisch Im(y " x + I(x"2) + I(x73))

Mittlerer quadratischer Prognosefehler 6.468842
### 4. Grades Im(y 7 x + I(x72) + I(x73) + I(x74))
Mittlerer quadratischer Prognosefehler 18.53203
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Resampling und Hypothesentests

Literatur: Introduction to the Bootstrap World, D.D. Boos, Statistical
Science , 2003, Vol 18, No 2, 168-174

Sowohl der Bootstrap als auch der Jackknife sind verteilungsunabhangige
Verfahren.

Mit beiden kénnen iiber die Resampling Stichproben prinzipiell beliebige
Statistiken und ihre Standardfehler geschatzt werden.

Ein Spezialfall ist allerdings das Testen von Hypothesen und damit
verbunden das Herleiten von empirischen p-Werten iiber Resampling.

Der Fallstrick beim Resampling von p-Werten liegt in der entscheidenden
Voraussetzung des Testens: Die Stichproben miissen unter der Nullhypo-
these H( gezogen werden!
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Beispiel Bootstrap-Test

e Angenommen man hat zwei unabhangige Stichproben X;,..., X,, und
Yi,...,Y, und mochte die Differenz der Mittelwerte der beiden Stich-
proben ux — puy gegen Gleichheit testen.

e Fiir ein nicht-parametrisches Konfidenzintervall z6ge man einfach Stich-
proben mit Zuriicklegen gemaB der empirischen Verteilungsfunktionen
von X und Y.

o Testet man aber die Hypothese Hy : pux — py = 0 aus Bootstrap-
Stichproben, z.B. iiber die gepoolte t-Statistik

(X V)
JuGE+h
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wobeli

o (m—=1)sx +(n—1)s3

P m+n— 2

und S%,S% die iiblichen ertwartungstreuen Varianzschitzer der beiden
Stichproben X und Y, so wird die Bedingung der Nullhypothese, namlich

lbereinstimmende Mittelwerte, in der Regel nicht eingehalten!

S

e Um eine zuldssige Resampling-Methode fiir Hypothesentests zu erhalten,
muss also eine Methode gefunden werden, um Stichproben unter der
giiltigen Nullhypothese zu generieren.

e Eine Moglichkeit ware ein Bootstrapping von Stichproben X* vom

Umfang m und Y* vom Umfang n aus der gepoolten Stichprobe
(X1, .., X, Y1, ., V).

e Das Zusammenfassen der Teilstichproben erzwingt die unabhangig iden-
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tische Verteilung aller Beobachtungen der Stichproben X* und Y *!

e Tatsichlich wiirden so sogar Stichproben unter der viel strengeren Null-
hypothese F'x = Fy gezogen!

e Eine elegante Formulierung fiir Tests unter dieser Nullhypothese bilden
die sogenannten Permutationstests, die im weiteren Verlauf der Veran-
staltung vorgestellt werden.

e Tatsachlich lasst sich aber auch ein Bootstrap-Test formulieren, der nur
auf der deutlich schwacheren Annahme Hy : ux = py beruht!

e Es ist also immer wichtig, exakt zu iberlegen, welche Hypothese und
welche Alternative man trennen mochte!
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e Der Zweistichproben-Welchtest mit der Teststatistik

X-v
O
T

beispielsweise ware fiir diese Hypothese angemessen, wenn nichts weiter
als die Existenz der zweiten Momente der Stichprobenverteilungen voraus
gesetzt wird.

e Das adiaquate Bootstrapverfahren unter der Nullhypothese wiirde dann
getrennte (Bootstrap-)Stichproben aus (X; — X, Xo — X, ..., X,, — X)
und (Y1-Y,Y5-Y,...,Y,—Y) erzeugen und wiederholt die Teststatistik
berechnen.

e Aus diesem Prinzip konstruierte Tests heiBen auch Monte-Carlo Tests.
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Der Bootstrap p-Wert

e Angenommen T{ ist der Wert einer Teststatistik aus einer gegebenen
Stichprobe. Dann ist P(T > Ty|Hy) die Definition des p-Wertes fiir eine
Nullhypothese, bei der groBe Werte von T gegen die Hypothese sprechen.
(Achtung: Wie bei normalen Tests ist die Formulierung wichtig!)

e Ist die Verteilung von T eine diskrete Gleichverteilung auf £ moglichen
Auspragungen tq,...,tg, so ist der p-Wert genau der Anteil der t; > Tj.

e Entsprechend, wenn man die diskreten Realisierungen 7T* von T der
nicht-parametrischen Bootstrapstichproben unter H{ betrachtet, kann
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man den Bootstrap-p-Wert definieren als

B Anz. Tz* > TO
~ Anz. Replikationen (=: B)’

PB

e In der Literatur findet sich manchmal auch die Definition

CAn T > T+ 1
B B+1 '

PB

Mit wachsender Replikationszahl verschwinden die Unterschiede der De-
finitionen.

e Im Falle des parametrischen Bootstrap aus einer stetigen Verteilung ist
die Voraussetzung der diskreten Gleichverteilung der T sogar exakt
erfiillt!
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e Der p-Wert pB ist in diesem Falle exakt diskret gleichverteilt auf den
Werten {O, = B, e %}, weshalb gilt, dass das Niveau a des Tests exakt
eingehalten wird, wenn (B + 1)a € Z gilt.

e Dies gilt, da unter der Nullhypothese Ty, T7,...,T5 iid. sind und
deshalb jede der (B+1)! Permutationen dieser Werte gleichwahrscheinlich
Ist.

e Aus diesem Grund ist es geschickt B so zu wahlen, dass die Ganzzahligkeit
von (B + 1) gegen ist.

e Beispiel: @ = 0.05, B =19, 39 oder 99.

e Die asymtotische Zulassigkeit dieses Verfahrens auch fiir den parametri-
schen Bootstrap wurde ebenfalls untersucht. (Hall 1986)
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e Was die Konvergenz der so simulierten p-Werte betrifft, so gibt es Resul-
tate, die unter ertraglich strengen Regularitatsbedingungen die asymto-
tische Gleichverteilung der p-Werte zeigen. Insgesamt scheint die Ver-
wendung von Bootstrap-p-Werten angemessen, wenn man im Hinterkopf
behalt, dass es sich nicht um exakte p-Werte handelt!
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