Simulation und Prognose FT 2010

Aufgabe: Standardfehler Jackknife

e Schreiben Sie eine R-Funktion, die den Jackknife Standardfehler der Inter-
quartilsabstande zufalliger Abstande zweier Punkte im n-dimensionalen

Einheitswiirfel berechnet. Der Stichprobenumfang betrage wie im
Bootstrap-Fall 100 bzw. 1000.

e Simulieren Sie fur die Dimensionen 1 < n < 10 die Schatzer fir die
Interquartilsabstande und ihre Standardfehler mittels Jackknife.

e (30 min) Na ja, wohl etwas wenig angesetzt ...
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Ausfiihrliche Musterlosung

e Der erste Schritt, um eine Programmieraufgabe zu l6sen, deren Pro-
grammcode nicht direkt vollstandig vor dem geistigen Auge steht, muss
sein, die Aufgabenstellung in kleinere Teile zu zerlegen.

e Bei der gestellten Aufgabe sind dies beispielsweise:

1. Erzeugen einer Stichprobe der gewiinschten Art.
2. Eine Implementierung der zu untersuchenden Statistik. In diesem Fall

die Berechnung des Interquartilsabstandes.

AN

3. Berechnung der Jackknife-Replikationen 6;).
4. Dann noch der Vollstindigkeit halber die Schleifen iiber die Dimension

und die beiden Stichprobenumfange.
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e Im Einzelnen:

— Erzeugen der Stichproben: Der Abstand zweier Punkte =,y € R" ist
definiert als

el = |
1
Ganz naiv in R umgesetzt:
sqrt ( sum( (x-y)~2 ) ).
Auch eine Schleife ware ok, aber nicht gemaB der Philosophie von R!
— Damit ist der Abstand zweier zufalliger Punkte im n-dimensionalen
Einheitsquadrat gegeben durch:
sqrt ( sum( (runif(n)-runif(n))~2 ) ).
— Also kann man sich eine Stichprobe von Abstanden vom Umfang m
verschaffen mit
replicate(m, sqrt ( sum( (runif(n)-runif(n))~2 ) ) ).
— Spater sollen Stichproben fiir verschiedene Dimensionen und Stichpro-
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benumfiange geszogen werden, man bendétigt also eine Funktion zur

Stichprobenerzeugung, die die entsprechenden GroBen als Parameter

akzeptiert:

unitsquare.distance.sample <-

function(dimension=1, anz=250){
replicate(anz, sqrt(sum((runif(dimension) -
runif (dimension))~2))) }

— Die Stichprobenerzeugung hat man hier im Griff. Bis das Programm so-

weit lauft, kdnnen zunachst die Konstanten auf einen kleinen Wert fest-

gelegt werden. Eine “Probierstichprobe” wird erzeugt! Dieser Schritt

fehlt normalerwiese in Musterlosungen, da dort ja nur das Ergeb-

nis des Programmierprozesse gezeigt wird. In der Praxis muss etwas

herumprobiert werden, macht man Tippfehler etc.

n<-1 ; m<-100

stichprobe<-replicate(m, sqrt( sum( (runif(n)-runif(n))~2 )))
— Die gesuchte Statistik ist der Interquartilsabstand der Stichprobe. Dies
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|aBt sich direkt in R libersetzen:
quantile(stichprobe, 0.75) - quantile(stichprobe, 0.25)
— Diese GroBe muss fiir jede Jackknife-Teilstichprobe ausgerechnet wer-
den. Es bietet sich also an, eine Funktion zu schreiben, die als
Parameter eine Stichprobe, also einen Vektor, akzeptiert und den
Interquartilsabstand zuriickliefert.
iq <- function(stichprobe)
quantile(stichprobe, 0.75) - quantile(stichprobe, 0.25)
— Nun die Schleife iiber die Jackknifestichproben, mit Speichern der
Einzelergebnisse:
jackknife.estimators <- rep(NA, m)
for (i in 1:length(stichprobe))
jackknife.estimators[i] <- iq(stichprobe[-i])
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— Zuletzt muss noch der Standardfehler fiir die Jackknife-Stichproben
berechnet werden. Die Formel lasst sich direkt in R formulieren:
sdj <- sqrt((anzahl-1)/anzahl *
sum( (jackknife.estimators -
mean (jackknife.estimators))”2 ) )
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e Als Gesamtlosung also:

unitsquare.distance.sample <- function(dimension=1, anz=250){
replicate(anz,
sqrt (sum((runif (dimension) - runif(dimension))~2)))}

for (dimension in 1:10){

for (anzahl in c(100, 1000)){

jackknife.estimators <- rep(NA, anzahl)

stichprobe <- unitsquare.distance.sample(dimension, anzahl)

for (i in 1:length(stichprobe))

jackknife.estimators[i] <-iq(stichprobe[-i])
sdj <- sqrt((anzahl-1)/anzahl x*
sum( (jackknife.estimators -
mean (jackknife.estimators))”2 ) )

cat ("anzahl ", anzahl,"dimension ", dimension,
"mittel ", mean(jackknife.estimators),
"standardfehler ", sdj, "\n") }}
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Aufgabe delete-d Jackknife

e Programmieren Sie eine Funktion, die fiir ein wahlbares d alle delete-d
Jackknife Stichproben erzeugt.

e Vermutlich schwierig! Leiten Sie eine rekursive Prozedur fiir die Erzeu-
gung der Stichproben her!

e Losung: Man muss erkennen, dass man die ausgelassenen Werte rekursiv
behandeln kann.

e In einem ersten Schritt wird lediglich die Position eines fehlenden Wertes
festgelegt und dann aus dem Restvektor rekursiv noch d-1 Elemente
entfernt.
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e | Osung:

dJackknifesamples <- function(x, d=1, restart=1, leftout=NULL)

{
for (nextleftout in restart:(length(x)-(d-1)))

{

if (d==1) {
cleftout <- c(leftout, nextleftout)
cat(x[-cleftout], "\n")

+

if (d >1 )

dJackknifesamples(x, d-1,nextleftout+1,
c(leftout,nextleftout))
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Kreuzvalidierung - Crossvalidation

e Genau wie beim Jackknife handelt es sich bei der Kreuzvalidierung um
eine Methode, die in vielen Bereichen der Statistik Anwendung findet.

e Bereits 1948 hat Kurtz die einfache Kreuzvalidierung vorgeschlagen,
Mosier (1951) hat das Prinzip auf mehr als eine Teilung der Grund-
gesamtheit erweitert (double-crossvalidation), Krus und Fuller (1982)
machten einen weiteren Schritt hin zu allgemeinen Partitionierungen der
Grundgesamtheit.

e Das grundsatzliche Ziel der Kreuzvalidierung ist die Bestatigung (oder
auch Nicht-Bestatigung) von Ergebnissen statistischer Analysen (Klassi-

fikation, Modellbildung).
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Kreuzvalidierung zur Verbesserung von Prognosen

e Kreuzvalidierung &dhnelt insofern dem Testen von Hypothesen, dass
liberpriift werden soll, ob Analyseergebnisse auf einer (Teil-)Stichprobe
rein zufallig sind oder auf neuen Daten reproduziert werden konnen.

e "Neu” bedeutet in diesem Fall, dass man Datenpunkte anschaut, die
nicht bei der Modellbildung betrachtet wurden.

e Die Vorstellung dabei ist, dass man statistische Analysen hautpsachlich
durchfiihrt, um zukiinftige Beobachtungen zu prognostizieren.

e Benutzt man die KQ Methodik, um beispielsweise eine Regression durch-
zufiihren, so wird die Modellbildung nur anhand der Intrapolation be-
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trieben. Das beste Modell ist dasjenige, welches die vorliegenden Daten
optimal approximiert.

e Bei diesem Vorgehen wird nicht gemessen, ob sich ein bestimmtes Modell
auch zur Extrapolation, also zur Prognose eignet.

e Um die Prognosefahigkeit eines Modells zu iiberpriifen, ware deshalb ein
GiitemaB verniinftig, dass auf der Extrapolation bekannter Daten auf
neue Beobachtungen beruht.
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Die Prognosegiite als Modellgiitemal}

e Ein solches MaB ist die Prognosegiite, gemessen als der mittlere quadra-
tische Prognosefehler.

e Definition: Gegeben sei eine Stichprobe x = (z;,v;), 1 < i < n.
Weiterhin werde mittels eines statistischen Verfahrens ein Modell f aus
dieser Stichprobe geschitzt, mit y = f(x) + e. Zu einem Punkt z heiBt
dann y* = f(:p) die Prognose an der Stelle x. Weiterhin sei eine zweite
Stichprobe x* = (z;,y;),n +1 < 7 < n -+ m von Umfang m gegeben.
Dann heiBt

1 n+m
Fp = - Z (yi —yi)*
1=n-+1

der mittlere quadratische Prognosefehler des Modells y* = f(z) beziiglich
der Stichprobe x*.
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Die Stichprobe x heiBt auch Trainingsdaten, die Stichprobe x* heil3t
auch Testdaten.

Ist das Ziel also die Prognose, so ware also das Modell optimal, welches
Fp minimiert!

Eine haufige Anwendung dieses Ansatzes ist die Modellselektion. Bei-
spielsweise ist es bei Regressionsmodellen immer eine Frage, welche
Einflussfaktoren in das Modell aufgenommen werden sollen und ob auch
hohere Potenzen der Einflussfaktoren eine wichtige Rolle in der Prognose
zukiinftiger Werte spielen.

Mit dem mittleren quadratischen Prognosefehler gibt es nun ein Krite-
rium zwischen Modellen zu diskrimieren, die direkt auf der eigentlichen
ZielgroBe, der Prognose bzw. Extrapolation beruht und nicht nur auf der
Interpolation!
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Die Ansatze der Kreuzvalidierung

e Leider gibt es aber nur die eine Stichprobe und zukiinftige (unbeobach-
tete) Punkte sind eben noch nicht zur Hand.

e Nach der Einfiihrung von Jackknife und Bootstrap ist die Idee nahelie-
gend, die eine Moglichkeit der Schatzung eines Prognosefehlers bietet,
selbst, wenn nur eine Stichprobe vorliegt: Die vorhandenen Daten werden
in 2 (oder K) Teilstichproben zerlegt!

e Danach wird auf einer (bzw. K — 1) der Teilstichproben, dem Trai-
ningsdatensatz, jeweils das zu untersuchende Modell geschatzt, sowie
jeweils auf dem Komplement, dem Testdatensatz. der Prognosefehler F'p
berechnet.
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e Das Modell mit dem kleinsten F'p ist dann das Modell mit der besten
Prognosefahigkeit unter den zur Verfiigung stehenden Alternativen.

e Die verschiedenen Verfahren der Kreuzvalidierung unterscheiden sich
durch die Zahl der Trainingsdatensatze, die aus der vorliegenden Stich-
probe generiert werden.

e Die einfache Kreuzvalidierung zerlegt die Stichprobe in zwei Teilstich-
proben, dem Trainings- und dem Testdatensatz. Auf dem Trainingsda-
tensatz werden die Modelle geschatzt, auf dem Testdatensatz wird der
Prognosefehler berechnet. Der Testdatensatz sollte nicht zu klein gewahlt
werden.

e Die doppelte Kreuzvalidierung betrachtet die beiden Stichproben
wechselseitig als Trainigs- und Testdatensatz.
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e Bei der Multi-Kreuzvalidierung wird der Datensatz wiederholt durch
Ziehen ohne Zuriicklegen aus der Stichprobe x in Trainings- und Testda-
tensatz aufgeteilt und jeweils die doppelte Kreuzvalidierung durchgefiihrt.

e Die K-fache Kreuzvalidierung zerlegt die Stichprobe x in K gleich
groBe Teilstichproben z, ,1 < k < K. Jede dieser Teilstichproben nimmt
einmal die Rolle des Testdatensatzes ein, wahrend das Modell auf den
brigen Daten geschatzt wird. Der Prognosefehler wird dann iiber alle
Teilstichproben gemittelt.

e Die leave-one-out Kreuzvalidierung ist ein Spezialfall der K-fach
Kreuzvalidierung, bei der K = n gilt.

e Fiir groBe Datensatze geniigt eine dreifach Kreuzvalidierung, um die
Prognosegiite zu schatzen, fiir kleine Datensatze sollte man die leave-
one-out Methode bevorzugen.
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e Kreuzklassifikation ist eine sehr machtige Methode, in dem Sinne, dass
man sie an vielen Stellen in der Statistik anwenden kann. Momentan ist
die intensivste Verwendung bei Klassifikationsverfahren im maschinellen
Lernen zu finden. Dort wird der Prognosefehler dann als Fehlklassifikati-

onsrate definert.
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Beispiel zur Modellselektion mittels Kreuzvalidierung

e Hier soll Anhand des Beispiels der Modellselektion im Regressionsmodell
das Prinzip der Kreuzvalidierung vorgefiihrt werden.

e Gegeben seien n = 10 Beobachtungen (x;,4;),1 < i <n, die {iber einen
unbekannten polynomialen Zusammenhang verbunden sind.

> xdata
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

> ydata
[1] 2.333203 6.275799 2.286967 6.893979 6.197243 10.761091

[8] 11.743258 13.857420 18.412786
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Plot der Daten und zweier Modelle

ydata
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Modellselektion mittels Kreuzvalidierung

e In Sinne der linearen Regression gilt also

p
Vi = Zﬁqa:g + g5 56 ii.d. ~ N(0,07).

q=0

e Wie kann man entscheiden, welches p die besten Prognosen bietet?
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Beispielhafte Berechnung des Prognosefehlers mittels
einfacher Kreuzvalidierung in R

e /unachst werden Trainings- und Testdatensatz bestimmt:

> training <- sample(1:10, 7, replace=FALSE)
> test <- seq(1,10) [-training]

e Bestimmung des mittleren quadratischen Prognosefehlers nacheinander
furp=1,2,3,4.

> x <- xdatal[training] ; y <- ydatal[training]
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## p=1
> mean( (predict(lm(y ~ x ), data.frame(x=xdataltest])) -
ydatal[test]) "2)

[1] 13.20345

## p=2

> mean( (predict(lm(y ~ x +I(x72)), data.frame(x=xdataltest]))
- ydataltest])"2)

[1] 10.05201

## p=3

> mean( (predict(Ilm(y ~ x +I(x72) + I(x73)),
data.frame(x=xdatal[test])) - ydataltest])~2)

[1] 8.792859

## p=4

> mean( (predict(lm(y ~ x +I(x72) + I(x73) + I(x74)),
data.frame(x=xdatal[test])) - ydataltest])~2)

[1] 9.520582
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e Es ist zu sehen, dass der Prognosefehler im Gegensatz zur Fehlervarianz
in der Regression nicht fortlaufend abnimmt, wenn weitere Regressoren
in das Modell aufgenommen werden!

e Modellselektion als Kreuzvalidierung wird deshalb auch als Mittel gegen
Overfitting genutzt.

e Auf Basis der durchgefiihrten einfachen Kreuzvalidierung wiirde man
demnach zur Prognose zukiinftiger Beobachtungen das Modell

y = Bo + Bz + Box® + Baz”
wahlen und die 3; aus allen Daten schatzen!

e Es ist zu beachten, dass die Methode der Kreuzvalidierung mit jedem
Gutekriterium der Modellselektion anwendbar ist!
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Aufgaben zur Kreuzvalidierung

e Wiederholen Sie die Modellselektion aus dem Beispiel mit leave-one-out
Kreuzvalidierung!

e Uberlegen Sie hierzu, wie systematisch die nétigen Trainings- und Test-
datensatze erzeugt werden konnen.

e Fiir jede Aufteilung muss das Modell neu geschatzt werden und fiir den
jeweils ausgelassenen Punkt eine Prognose erstellt werden.

e SchlieBlich miissen die so gewonnenen Prognosefehler gemittelt werden.

e Losung hier.
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