Simulation und Prognose FT 2010

Aufgabe zum parametrischen Bootstrap

e lhnen liegt eine Stichprobe x vom Umfang 15 von Wartezeiten an einem
Schalter vor (gerundet auf Sekunden).
x=(260, 522, 619, 1433, 417, 121, 105, 438, 227, 402, 41, 6, 102, 225,
259)
Sie vermuten, da es sich um Wartezeiten handelt, dass es sich um eine
Stichprobe aus einer Exponentialverteilung handelt.

e Den Auftraggeber interessiert ein Konfidenzintervall fiir die mediane War-
tezeit aus der unbekannten, zugrundeliegenden Exponentialverteilung.

e Schatzen Sie mit der Momentenmethode den Parameter \ der Exponen-
tialverteilung.

e Schatzen Sie mittels parametrischem Bootstrap den Standardfehler des
Medianschatzers fiir N = 250 Replikationen.
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e Geben Sie ein 99%-Bootstrap-Konfidenzintervall fiir den Median an.

Dr. D. Steuer, Tel. 2819 242



Simulation und Prognose FT 2010

LOsung:

e Aus Statistik |l ist der Momentenschatzer fiir die Exponentialverteilung
bekannt: |

521 T
Damit ergibt sich der Schitzer A = 1/mean(x) = 0.00289 aus den 15
Beobachungen.

\ =
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e 250 Replikationen des parametrischen Bootstrapschatzer fiir den Median
ergeben sich also mit

bootstraps <- replicate(250, median(rexp(15, rate=1/mean(x))))
> mean(bootstraps)

[1] 258.5975

> sd(bootstraps)

[1] 92.2493
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e Das 99% K Ig fiir den Median ergibt sich folglich zu

d
Klygy p = [Z £ zo,g%s—\/ﬁ] — [258.60 & 2.58 - 92.25] = [20.595; 496.60).

mean (bootstraps) +(bzw -) gnorm(0.995)*sd(bootstraps)/sqrt(250)
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Das Jackknife-Prinzip

e Nach dem Herausziehen an den Stiefelschlaufen nun das Schweizer
Taschenmesser.

e Wie gesehen, hat der Bootstrap das prinzipielle Problem, dass die
Resampling Stichproben nicht aus der Verteilung zur Dichte f stam-
men, sondern aus der geschatzten Verteilung zur empirischen Dichte f
welche aus der einzigen vorhandenen Stichprobe geschatzt wurde.

e Gibt es eine Moglichkeit, Stichproben aus der “wahren” Verteilung f zu
erzeugen?

e In der Tat liegen mit der Stichprobe x = (z1,...,x,) bereits eine ganze
Reihe derartiger Stichproben aus f vor.
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e Anstelle von Stichproben mit Zuriicklegen vom Umfang n, wie beim
Bootstrap, betrachtet man einfach Stichproben vom Umfang m < n
ohne Zuriicklegen aus den n vorliegenden Beobachtungen.

e Diese Stichproben sind Stichproben aus f!

e Die Idee geht urspriinglich zuriick auf Quenouille (ca. 1955), ist also alter
als der Bootstrap!

e 1958 pragte dann Tuckey den Begriff Jackknife fiir das zugrundeliegende
Prinzip der Betrachtung von Teilstichproben zur Berechnung von Tests
und Konfidenzintervallen.

e Der groBe Vorteil des Jackknife mit m = n —1 ist der erheblich geringere
Rechenaufwand.
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e Es wird in diesem Fall tatsachlich iiberhaupt keine Ziehung von Stich-
proben bendtigt, wenn man alle n Teilstichproben von Umfang n — 1

betrachtet.

e Statt eines echten Stichprobenziehens, wird reihum jede Beobachtung
einmal aus der Ursprungsstichprobe x entfernt.

e Man spricht deshalb in Falle des Jackknife eher von Subsampling, denn
von Resampling.
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Die Jackknife Stichproben

e Definition: Die Jackknife (Teil-)Stichproben x(;) erhdlt man, in dem
man fiir jedes 1 < ¢ < n aus der Stichprobe x = (z1,...,x,) die i.
Beobachtung x; entfernt:

X)) = (T15 e Ti1, Tig 1y e oy T).
e Jede Jackknife Stichprobe umfasst n — 1 Beobachtungen.

e Offensichtlich gibt es n verschiedene Jackknife Stichproben.

e Man erhialt also die Teilstichproben, ohne wirkliches Stichprobenziehen,
sondern durch systematisches Durchlaufen aller moglichen Stichproben!
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Aufgabe Jackknife Stichproben

e Schreiben Sie eine R Funktion, die zu einem Stichprobenvektor alle
zugehorigen Jackknife Stichproben ausgibt!

e (5 Minuten)

e Losung hier nach der Vorlesung.
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Jackknife Replikationen

e Definition: Die i. Jackknife Replikation é(i) einer Teststatistik § = s(x)
ist definiert als:

é(i) = S(X(i)).

e Beispiel: Die Jackknife Replikation des Mittelwertes:

(X(z — :C(z

375@

e Das Ziel des Jackknifing ist dasselbe wie beim Bootstrap: Aus nur einer
Stichprobe soll zu einer beliebigen Teststatistik auch eine Schatzung
ihrer Varianz (bzw. Standardfehler) und damit eines Konfidenzintervalls
angegeben werden konnen!
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Der Standardfehler mittels Jackknifing

e Wenn man die Bootstrap-ldee kennt, ist das Vorgehen beim Jackknife
wenig iiberraschend. Die nétigen Schritte sind wie folgt.

1. Erzeuge die n Jackknife Stichproben X 1y,...,x(,) aus x.

2. Berechnen die n Jackknife Replikationen der gesuchten Teststatistik
Oiy = s(x(5))- X

3. Der Jackknife Schatzer fiir den Standardfehler von 6 ist dann definiert

als
" n — 1 " = " 2
se;(0) = > (00— 03’

n
1

e Der Inflationsfaktor ”T_l bedarf einer gesonderten Betrachtung.
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Der Jackknife Inflationsfaktor

e Es ist zunachst zu sehen, dass der Faktor ”T_l viel groBer ist, als L dem
Faktor der beim Bootstrapping auftritt.

e Intuitiv ist klar, dass die Varianz der Jackknife-Statistiken kleiner ist,
als die der Bootstrap-Statistiken, da die Teilstichproben sich “weniger”
von der Urstichprobe unterscheiden, als die Resampling-Stichproben im
Bootstrap-Fall.

e Tatsichlich kann man zeigen, dass fiir den Spezialfall 0=z gilt:

A S
ser(l) = —
7(0) NG
wobei s der e-treue Schatzer fur die Varianz ist. Fir andere Statistiken
ist der Faktor einfach libernommen worden.
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Aufgabe: Standardfehler Jackknife

e Schreiben Sie eine R-Funktion, die den Jackknife Standardfehler der
zufalligen Abstande zweier Punkte im n-dimensionalen Einheitswiirfel

berechnet. Der Stichprobenumfang betrage wie im Bootstrap-Fall 100
bzw. 1000..

e Simulieren Sie fur die Dimensionen 1 < n < 10 die Schatzer fir die
Interquartilsabstande und ihre Standardfehler mittels Jackknife.

e (30 min)

e Losung hier.
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Die Beziehung zwischen Jackknife und Bootstrap

e Wenn n nicht zu groB ist, ist es mit weniger Rechenaufwand verbun-
den, die n Jackknife Replikationen zu berechnen, als eine entsprechend
hinreichend groBBe Bootstrapstichprobe zu erzeugen.

e Im Jackknife wird die vollstandige Menge der Teilstichproben betrach-
tet! Ansonsten stimmen die hergeleiteten Eigenschaften der Schatzer
natirlich nicht!

e Durch den Ubergang zum Jackknife verliert man keine Information
gegeniiber dem Bootstrap.

e Tatsachlich ist es so, dass fiir lineare Statistiken die Schatzer aus dem
Jackknife und aus einem vollstandigen Bootstrap libereinstimmen.

Dr. D. Steuer, Tel. 2819 254



Simulation und Prognose FT 2010

e Der Jackknife hat immer dann Probleme, wenn das nicht-glatte Statisti-
ken betrachtet werden. Ein Beispiel fiir eine solche nicht-glatte Statistik
ist der Median. Der Median als Statistik ist nicht beziiglich der Stichprobe
differenzierbar!

e Durch das Auslassen von d > 1 Beobachtungen in jedem Schritt, dem
sogenannten delete-d Jackknife, lasst sich diese Unzulanglichkeit des
Verfahrens etwas abmildern,
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delete-d Jackknife

e Definition: Die delete-d Jackknife Stichproben ergeben sich aus einer
Urstichprobe durch entfernen von jeweils d Beobachtungen.

e Jede Teilstichprobe hat den Umfang n — d.
e Es gibt folglich (Z) delete-d Jackknife Stichproben!

e Da diese Zahl exponentiell steigt und der Jackknife auf der Erhebung
aller Teilstichproben beruht, ist ein groBes d nicht sinnvoll!

e Fiir den Standardfehlerschatzer des delete-d Jackknife gilt (n = r - d):

( )

sesa(6) = (TT) 3 0—0,) .

4/ alle Teilstichproben
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e Insgesamt gilt fiir den Jackknife, dass er in manchen Fallen weniger
Rechenzeit erfordert als der Bootstrap.

e Die (Teil-)Stichproben des Jackknife sind aus f, nicht aus f wie beim
Bootstrap.

e Der Vorteil des Bootstrap bei groBen Stichproben ist, dass man die Zahl
der Stichproben im Griff hat.
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Aufgabe delete-d Jackknife

e Programmieren Sie eine Funktion, die fiir ein wahlbares d alle delete-d
Jackknife Stichproben erzeugt.

e Vermutlich schwierig! Leiten Sie eine rekursive Prozedur fiir die Erzeu-
gung der Stichproben her!
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